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Nomes Complexes &
Géométrie

~ John Neper (1550-1617)

Théologien, physicien, astronome et mathématicien écossais. Issu d’une riche
famille, lui-méme baron, il se fit connaitre par sa défense du protestantisme.
Il inventa surtout les logarithmes pour simplifier les calculs trigonométriques
nécessaires en astrologie. Neper utilisa aussi ses talents de mathématicien en
théologie. Il prévoyait la fin du monde, qui selon lui se produirait soit en
1688 ou en 1700. En génie électrique, une unité de mesure, le néper, a ainsi
été nommeée en son honneur.

Les deux parties de ce probleme sont indépendantes.

Partie I : géométrie

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O, W, 7)), on considére un rectangle ABCD tel que
AB=v2,AD=1et (ﬁ ,ﬁ )= g (mod 2m). I désigne le milieu de [AB]. On notera a, b, c et d les affixes
respectives des points A, B, C et D. On note S une similitude directe qui, au point M d’affixe z, associe le

point M’ d’affixe z’ telle que z’' = az+f, ou a et p sont des nombres complexes avec a non nul.
Q1) a) Soient z et z’ deux complexes, montrer que |z|*> - |2'|> = Re((z + 2/) (Z - 2)).

b) Soient w et w' deux vecteurs d’affixes respectives z et z/, montrer que :
W 1lw' < Re(zxz)=0

Q2) Soit (E) 'ensemble des points M du plan tels que MD? — MB? = 1.
a) Vérifier que les points C et I appartiennent a (E).

b) Soit M d’affixe z, montrer que M appartient a (E) si et seulement si :
Re((d +b—22)(d— b)) =Re((d +b—2c)(d - D))

¢) En déduire que M(z) € (E) < CM LDB.
d) Que dire alors des droites (BD) et (CI) ?

Q3) Déterminer les nombres complexes a et 3 pour que S(D) = C et S(C) =B.
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Q4) Déterminer 'angle et le rapport de la similitude S. En déduire I’expression de a.

Q5) Soit Q2 le centre de la similitude S. Montrer que Q est sur le cercle de diametre [CD].

Q6) Montrer que Q est sur la droite (BD). Faire une figure.

Q7) a) Exprimer c et d en fonction de a et b. Quelle est 'affixe de I en fonction de a et b?
b) Exprimer le coefficient p en fonction de a et b, en déduire que S(B) =1.

¢) Donner alors une autre justification de la propriété des droites (BD) et (CI) établie en Q2d.

‘ Partie II : une formule trigonométrique

Soit u = exp(@). OnposeS=u+u?+u*etT=u+u’+ub.
Q8) Justifier les égalités : u=letu= %
Q9) En déduire sans calculs que S et T sont conjugués.
Q10) Sans calcul numérique, montrer que la partie imaginaire de S est positive.
Q11) Simplifier S+TetS xT.

Q12) En déduire la valeur de S et celle de T.

. 6
Q13) a) Al'aide des formules d’Euler, montrer que : i tan (Z) = Zi;} =- Y (-uhk;
k=1

b) Vérifier que 4isin(47“) =2(u? - ud).

Q14) En déduire que 4sin () —tan (&) = i(T-S) = V7.

(©) Blaque du jour

Une exponentielle, un logarithme et une constante se promenent tranquillement dans la rue.
Soudain, elles apercoivent une dérivation sur le trottoir d’en face. L’exponentielle, pourqui les
dérivations ne font pas peur propose d’aller voir la cause, mais la constante ne veut pas, elle ex-
plique qu’elle a toujours eu peur des dérivations. Le logarithme n’en veut pas non plus, mais sans
expliquer pourquoi L’exponentielle se moque un peu d’elle, et traverse le trottoir pour aller voir la
dérivation.

- Bonjour, je suis exp(x), dit 'exponentielle

- Bonjour, je suis o’ réplique la dérivation, tu n’as pas vu le logarithme ?
Y
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