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Fonctions Usuelles

On fixe un entier N > 1. Le but de cette partie est de calculer Sy = ) lflz ou Ey = Uy \ {1} (ensemble
zZ€EN

des racines N° de I'unité privé de 1), par trois méthodes différentes.

Q4) Meéthode 1 : par calcul direct.

a) Etudier la fonction cotangente définie par :

cos(x)

cotan: x — cotan(x) = SinCo -

(En particulier vous étudierez son ensemble de définition, sa parité, sa périodicité, dresserez son

tableau de variation sur un domaine pertinent, et tracerez l'allure de son graphe.)

b) Démontrer que pour 0 #0 (mod 2mn), on a ﬁ = % + % cotan(%).

. N-1
c) Al'aide du changement d’indice p = N — k, montrer que ). cotan(%") =0.
k=1

d) En déduire une simplification de Sy.
Q5) Méthode 2 : par dérivation d’'un polynome.
Onposepour xe R, P(x) =1+ x+x>+---xN"1= ¥ xk,

a) Montrer que pour x € RY, P(x) #0.
b) Calculer P(1) et P/(1).

c) Déterminer les racines complexes de P (i.e. les solutions de P(z) = 0).
On admet a présent queVz € C, P(z) = [] (z - ezl\llc )
k=1

d) Soient n e N*, ¢1,...,¢, des fonctions dérivables sur R* et qui ne s’annulent pas. On pose

n
= I1 @« Montrer que f,, est dérivable sur R*, que f,, ne s’annule pas, et que :
¢ q q p q

On commencera par établir cette formule pour n =1 puisn = 2.

e) En admettant que la formule précédente reste valable lorsque les fonctions ¢, sont a valeurs

!
complexes (la variable x étant réelle), déterminer une expression simple pour x € R* de };,((;“)).

f) Retrouver ainsi la simplification de Sy
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Q6) Méthode 3 : par une équation complexe.
On pose Q(z) = (z — NN = 2ZN,
a) Quel est le degré de Q(z)? Quel est le coefficient de zN~12

b) Démontrer que les solutions complexes de I’équation Q(z) = 0 sont exactement les termes de

la somme Sy.

¢) En admettant que dans un polynome de degré p la somme des racines est 'opposé du

coefficient de zP~! divisé par le coefficient de z”, retrouver la simplification de Sy.

d) Prolongements de la méthode 3.

i) En admettant que dans un polynéme de degré p le produit des racines est le coefficient

de z° multiplié par (—1)? et divisé par le coefficient de z”, montrer que :

[]d-2=N

z€EN

N
oN-1*

N-1
ii) En déduire que: [] sin(k—l\’f) =
k=1
iii) Dansle cas ou N estimpair, N = 2n+ 1, montrer que les racines de Q sont 2 a 2 conjuguées.

En déduire que :

n , kn 4"
[T [1+cotan®( )| =
=1 2n+1 2n+1

puis que :
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