
Questions préliminaires :

1◦) Soit (a, b) ∈ R2 tel que b− a > 1 , montrer qu’il existe m ∈ N tel que a < m < b
2◦) Montrer que pour tout n ∈ N , 22n+4 ≥ 3 (2n + 1) (2n + 3)

3◦) Soit A et B deux parties non vides bornées .
Montrer que A ∪B est bornée et que sup (A ∪B) = max (sup (A) , sup (B)) .
Déterminer , en le justifiant , inf (A ∪B) en fonction de inf A et inf B

Partie I :

On se propose de chercher les bornes de A =
{

1
2n

+
(−1)n

n
/ n ∈ N∗

}
1◦) Montrer que A est borné .

On pose A1 =
{

1
22n+1

− 1
2n + 1

/ n ∈ N
}

et A2 =
{

1
22n

+
1
2n

/ n ∈ N∗
}

2◦) Montrer que inf A1 ≤ supA1 ≤ 0 ≤ inf A2 ≤ supA2 . Déterminer alors supA .

3◦) On pose , pour n ∈ N , bn =
1

22n+1
− 1

2n + 1
Comparer pour bn+1 et bn . En déduire inf A

Partie II : Une partie dense

On se propose de montrer que {
√

n− E (
√

n) tel que n ∈ N} est dense dans [0, 1]
Soit (a, b) ∈ R2 tel que 0 ≤ a < b ≤ 1

1◦)
(a). Montrer qu’il existe un entier p ∈ N tel que :

(
2bp + b2

)
−
(
2ap + a2

)
> 1

(b). En déduire qu’il existe k ∈ N tel que : 2ap + a2 < k < 2bp + b2

(c). Montrer que 0 ≤ k ≤ 2p

2◦) On pose n = p2 + k
(a). Montrer que a <

√
n− E (

√
n) < b

(b). En déduire que : {
√

n− E (
√

n) tel que n ∈ N} est dense dans [0, 1] .
3◦) Déterminer un entier n tel que : 0.5 <

√
n− E (

√
n) < 0.6
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