ELBILIASZ Problemes Corrigés My Ismail Mamouni

Prépas MPS| 2017-2018 [http ://myismail.net]

Devoir Maison

Suites Numériques

_ Jeudi 14 Décembre 2017
Algorithme de Babylone

L'objectif de ce probleme est de présenter deuresule nombres rationnels convergeant w@spuis de
comparer leur vitesse de convergence.
Les parties | et Il sont totalement indépendanéegartie 1l les exploitent toutes les deux.

Partie | — Premiere suite

Poa=0,+2g,
qn+1 = pn + qn

=1
On considére les suites réellgs) et (g,) définies par Po etvVneN, {
o =

l.a  Montrer que pour tout € N, les nombreg, etg, sontentiers strictement positifs.

1.b  Justifier quevneN,p, >gq, .

b,
qIL

2. On définit une suite réell@:,) en posant pour tot €N : u, =

2.a  Exprimery,,, en fonction deu, .

n+1

2.b  Justifier que*un+1 - \/E‘ < \/52_ 1‘un - \/5‘ .

2.c  Endéduire la limite de la suife,) .

3.a  Déterminem,b € R tels quevVneN,p, ,=ap, ,+bp,.
3.b  En déduire I'expression du terme général deiite (p,) .
3.c  De méme exprimer le terme général de la Syjte.

3.d  Retrouver le résultat de la question 1.2.c

Partie Il — Deuxiéme suite

On considéere la suite réellg,) définie pary,=1etVneN,v = %{v +3 .
1. Montrer que pour tout € N, v, est bien défini et est un nombre rationnel dediivalle [12} .
| (v, 2]
2. Observer que pour toute N : v, , 2= T .
3. En déduire que, — /2.
Partie Il — Comparaison des vitesses de convergenc
1. Donner les valeurs décimales approchées,dg et J2 ala précisiorl 0.
2. On poset, =z V2 .
"u, -2

2.a  Exprimert , enfonction de, , u, etv, .

n+l
2.b  En déduire la limite de la sui(e,) .
Quelle est celle des deux suiteg) et (v,) qui convergent le plus rapidement vefg ?
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Correction

Partiel

l.a  Parrécurrence sure N, montronsp
Pourn =0 : ok
Supposons la propriété établie au rang O .
Pra =P, +24, €N, ¢, =p,+q, €N
Récurrence établie.
1.b  Pourn=0 :ok
Pourn>0:p,=p, 1 +2¢,,>2p, 1+4¢,.=4,-

g, €N".

n?

_pn+l:pn+2qn:u’n+2_l+ 1

2a  wu,,= = .
" qn +1 pn + qn u’fl + 1 u’fl + 1

2b

n+1

u, +1 u, +1 u, +1

J2—
unf\/E‘ST]‘unf\/—Z‘.

puisqueu, =2 >1 on alu, , 7= Y22
4, u, +1

2.c  Parrécurrence on a aiséme}mﬂ:fx/i‘ < 5

V2- 1]1 ‘uo - \/E‘ or

par comparaison, — /2 .

_\/E:(UTI—&—Z)—\/E(UW—&—l):u" (1—f2y\/_2(yf2):1—\/§<u )

\/521‘ <1 donc [\/52 1} — 0 puis

3a p71+2 = p71+1+ 2q71+1: pn+l+ 2(p71 +qn ): pn+1+ 2p71 +<p71+1_ pn): &)THr 1+ pn - a= 2"b = 1

3.b  (p,) estune suite récurrente linéaire double d’éqnatavactéristique +* = 2r +1 de racines++/2 et

1-+/2 donc 3\ ueR tels queVn eN,p, =AA+2) +pu(1-~/2).
A+ p=1

p,=1 et p,=p,+2¢,= 3 donne : .
° T AL+V2)+p-V2)=3

Apres résolutiom\ = V241 e up, =

thp

RIS,

J2-1
= N7 gou p,
2 2 2
3C qn+2 = pn+1+qn+1: pn +2qn +qn+1: (anrli qn)+ an +qn+1: 2qn+ 1+ qn *

(¢,) estune suite récurrente linéaire double de mé&juatin caractéristique que, ) .

doncI\ ueR tels quevneN,q, = AA+V2) + -2y,

Adp=1

qg,=1etq =p,+q,=2 donne : .
’ o AL+V2)+ (1 2)= 2

Aprés résolution\ = t p=—— d'ou

Bty 1 (T

N RN = 2.2

1+v2)" (1+v2) "
YT TR

Par suitey, == ~ /2 et doncu, —+/2.
4,

3d p, car‘l—«/ﬁ‘<«/—2—|- 1
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Partiell

1. Par récurrence surc N, montrons les trois propriétés simultanément.
Pourn =0 :it's good
Supposons la propriété établie au rang 0.

Commev, €[1,2, v,,, :% v, +3 est bien définie.
De plus UMS% 2+—i =2et UMZ% 1+§ =1doncv,, €[L2.

Enfin puisquev, € Q, on av,,, € Q par opérations sur les nombres rationnels.

Récurrence établie

n+l

1
T e o I IS S AR f e
2
2 (v —\/E)
donc V2=, —2)|=- —2 = :
Upi1 ™ (U )[ v, \/7 ] ( ) Un ZU"
3. |u, ﬂ —(z‘glun—fz‘ carv, €[1,2.
Par suite{vn —«/5‘ §§‘UO —\/E‘ — 0 et par comparaison, — J2.
Partielll
1. u3:1—;:1,417, v,=1,414 ety2=1,414210" prés.
]
2a t _Un+1 \/5 Zvn _un+1vn_\/ét
. n+l ’Hl \/_ 1— \/_2 ( \/7) 1_\/_2 2’Un n*
u, +1
u +1v —J2 .
2.b  Par opérations sur les I|m|tci§—2 5 — 0 donc il existeN € N tel que pour tout > N ce
— U

n

. 1.
terme est inférieur en valeur absolu%a

1 . 1
t, §F|tN| et puisque_ = — 0 on conclutt, —0.

Ainsi la suite(v,) converge vers/2 plus vite que la suitéu, ) .



