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Fonctions Réelles
Limites-Continuité-Dérivation
Mercredi 03 Janvier 2018
PROBLEME 1 : Théorémes classiques et applications

Partie |I. Théoreme de Rolle

1. COURS —. Enoncez le théoreme de Rolle.
2. Soit g : [a,b] — R une fonction continue sur le segment non trivial [a,b] et dérivable sur

[a,b]. On suppose que g(a) = g(b) = 0 et ¢'(a) = 0. Montrez qu’il existe ¢ €]a, b] tel que

J(e) = 9(e)

Partie Il. Théoreme des Accroissements Finis

1. COURS —. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le segment non trivial [a, b] et
dérivable sur |a, b[. Enoncez 1’égalité des accroissements finis entre a et b.

2.  Soit f: RT — R une fonction dérivable dans R™. On suppose en outre que f’ est stricte-
ment décroissante sur RY et que Vo € RY, f/(z) > 0.

a. Montrez que Vz € [1,+o0[, f(zx+1)— f(z) < f'(z) < f(z) = f(x —1).

b. Soit (s,)nen+ la suite définie par Vn € N*, s, = Z f'(k). Montrez que (s,) est conver-
k=1
gente si et seulement si f a une limite réelle, notée £, en +ooc.
—~ 1 —~ 1

c. Application : étudiez les suites définies par Vn € N*, u,, = ——etwv, = —_—
PP P kz_; 1+ k2 kz_; itk

Partie I1l. Formule de Taylor pour les fonctions de classe C"*!

Soit g : R — R une fonction de classe C"*! et b € R, un réel fixé. On définit ¢ : R — R

par
~ (-2 (b—a)" 1 s
Vr€R, olx)=gb) - ~—— ¢¥(2)+C ——2—, on C est un réel fixé.
; k! (n+1)!
o / (b — x)n (n+1)
Montrez que ¢ est dérivable sur R et que Vz € R, ¢'(z) = o [g (x) + C’].

2.  Formule de Taylor Soit a € R un réel fixé. En choisissant <judicieusement> la constante
C, montrez 'existence d’un réel ¢ compris entre a et b tel que

OESS (b—a)* ¢®(a) + (b—a)" g™ ()

~ K (n+1)!

3. Application : soit f : R — R une fonction de classe C2. On suppose que f et f” sont
bornées et on pose My = sup ‘f‘ et My = sup ‘f”|.
R R

a. Soit x € R. Montrez que pour tout h € R, on a

o —f(xr) < M0+hf’(x)+};jM2

e fla) < Mo+hf'(90)+h2M2
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Indication : appliquez la formule de Taylor ci-dessus entre z et x + h d’une part, et x et
x — h d’autre part.

,()1'1&]\412 < 2MOM2.

b. Déduisez-en que f’ est bornée sur R et que si ’on note M; = sup { f
R

EXERCICE 1 : Suite récurrente
On définit la suite (uy)nen par :
® Uy € [O, 1]

n
\/17n+\/1_un

e VneNu,, 1 =

On note f : [0,1] — R la fonction définie par

_ VT

VetV —a

1. Etudiez les variations de f et donner son graphe. En déduire que la suite (uy) est bien
définie.

2. Etudiez sur [0,1] le signe de la fonction h : x — h(z) = f(z) — .
Indication : vous pourrez remarquer que le signe de h(z) est le méme que celui de
(1—2)?—2(1—2x).

3.  Quelles sont les limites possibles pour la suite (u,)nen ?

Vo € [0,1], f(x)

4. On suppose que ug €|3, 1[. Montrez que la suite (u,,) converge et précisez la valeur de sa
limite.

5. Montrez que pour tout ug € [0, 1], la suite (u,) converge et précisez la valeur de sa limite
en fonction de ug.

ITHE GRAND CHALLENGE EQUATIONS
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* NEWTON'S EQUATIONS = SCHROEDINGER EQUATION (TIME DEPENDENT) = MAVIER-STOKES EQUATION »
=POISSON EQUATION » HEAT EQUATION = HELMHOLTZ EQUATION » DISCRETE FOURIER TRANSFORM =

*MAXWELL'S EQUATIONS =« PARTITION FUNCTION + POPULATION DYNAMICS «
= COMBINED 15T AND 2ND LAWS OF THERMODYNAMICS * RADIOSITY » RATIONAL B-SPLINE +
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