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Concours Blanc (Durée : 4 heures)

Réels & Suites

Relations Binaires
Lundi 04 Décembre 2017

ﬁNiveau 1 : Questions de Cours 10 points
Compléter les formules suivantes :

sup(AUB)....... sup(ANB)...... ;

inf (AUB)...... ,inf (ANB)...... :

Un <Vh 2 PCR  limUp...limVn;

limu, <limVn  Up...Vn & PCR;
Enoncer la propriété caractéristique de la borne supérieure;
Enoncer la propriété caractéristique de la borne inférieure ;
Enoncer le théoreme de la limite monotone;
Enoncer le théoreme d’encadrement des limites finies ;

[6] Enoncer le théoréme d’encadrement des limites infinies ;

rﬁNiveau 2 : Exercices d’application 10 points |

: Montrer que :
1. pour tous réels positifs a et b on a vVa+b < \/a+ Vb ;

2. pour tous réels a et b on a \/|a —b| > ’\/|a| - \/|b|‘.

On étudiera les cas d’égalité.
:

- 1. Montrer que pour tous réels x,y on a :

(z +y)* > dzy.
"~ 2. Montrer que pour tous réels strictement positifs a, b, c, on a

(b+c¢)(c+a)(a+b) > 8abe.

| 111
3. En déduire que (a + b+ c) (— +s + —) > 0.
' a c

IVIAT H

PROBLEMS?

= Call &
1-800-[(10x)(131)A2]-[sin(xy)/2.362x]
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‘%Niveau 3 : Probléme 1 15 points ’

Le but de ce probléme est de démontrer sans utiliser le théoreme de la bijec-
tion que = — z" est une bijection de R, sur R,

1. Injectivité de p : Ry - Ry, z+— 2"

a) Factoriser (z" —y").

b) En déduire que ¢ est injective
2. Surjectivité de ¢ : Soit a € R}

a) Réduction du probléme :

i. Montrer que si a € {0,1}, alors a posséde un antécédent par ¢

ii. Montrer que si on a démontré que tout réel a > 1 possede un antécédent par ¢,
alors ¢ surjective.

b) On suppose donc maintenant que a > 1, et on pose A={zx € Ry ; 2" >a}.
Montrer que A posséde une borne inférieure que 1'on notera o

¢) On fait dans un premier temps hypothése o < a
i. Montrer que si 0 < 6 < 1, alors (a+6)" <a”+0M oa M =Y} _, Ckan=*
ii. En déduire qu'il existe un réel § > « tel que " < a
iii. Montrer que  est un minorant de A

iv. Mettre en évidence une contradiction.

d) On suppose maintenant que o™ > a
i. Montrer que si 0 < 6 < 1, alors (o — )" > " — M avec M =Y "_, CFan=F
ii. En déduire qu'il existe un réel 8 < « tel que 8™ > a
iii. Mettre en évidence une contradiction.

e) Conclure.

Des problemes en
Maths ?

Appelez le -
*

06. e*m. 7 sinm. ¢ J’ xdx.e 'Ine
=

I {Prie o' appel local depais un poste fiee)
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‘ﬂNiveau 4 : Probleme 2 15 points ’

La fonction exponentielle réelle par les suites adjacentes
1. Pour tout réel t > —1, et pour tout entier n > 2, vérifier que (1 +¢)" > 1 + nt.
Plus précisément, on prouvera qu’il y a égalité si et seulement si t = 0.

2. Dans cette question, x est un réel quelconque, mais fixé.

Pour n > 1, on pose u,(z) = (1 + f) . Pour n > |z|, on pose v,(z) = <1 - E>_ :
n n

(a) En utilisant la question précédente, montrer que la suite (u,(7))n>|q| est croissante.

Plus précisément, montrer que cette monotonie est stricte si x est non nul.

(b) Etudier de méme la monotonie de la suite (v, (2))nsa|-

JI2

(c) Pour tout n > |z|, prouver I'encadrement 0 < v, (x) — u,(x) < v,(x)—.
n

En déduire que les suites (un())ns(a| €t (Un(2))n>(2) sont adjacentes.

3. Pour tout x de R, on note exp(z) = lirf up(x) = liril v ().
n—-+0oo n——+0oo

Il reste a montrer qu’on obtient ainsi une définition de la fonction exponentielle.
Vérifier que exp(0) = 1, puis que exp(z) > 0 et exp(z) exp(—z) = 1 pour tout z.
4. Dans cette question, on prouve ’égalité fondamentale exp(z) exp(y) = exp(x + y).
(a) Soit (A,)n>1 une suite réelle tendant vers 0. On veut montrer que lim <1—|——”> =1
n

n—-+o0o

et conclure.

An\ ™
Montrer : d3ng € N, n > ng = 1+, < <1+—> <
n

T 1=\,

(b) Pour tous z,y de R, montrer que exp(z)exp(y) = exp(z + y).

Indication : utiliser A, tel que (1 + f) (1 + 2) = (1 + &> (1 T
n n n

x—i—y)
- .

5. On prouve ici que = — exp(x) est dérivable sur R et que exp’ = exp.

(a) Pour tout = de |—1, 1[, montrer que 1+ = < exp(x) < . :
-z

(b) En déduire que I'application x +— exp(x) est dérivable en 0 et que exp’(0) = 1.

(c) Montrer que = — exp(z) est dérivable sur R et que exp’ = exp .

6. Dans cette question, on obtient deux limites usuelles et on montre que ’application exp est
une bijection de R sur R**.

T\"
(a) Soit x dans R**. Montrer que n — <1 + —) est croissante a partir de n = 1.
n

(b) En déduire lim exp(z) =+4oo et lim 2"exp(z) =0 pour tout n de N.

T—00 xrn T——00

(¢) Montrer que I'application = — exp(z) est une bijection de R sur R™*.
On note In (“logarithme népérien”) la bijection réciproque de R™ sur R.

(d) Pour tous x,y de R™ montrer que In(zy) = In(z) 4 In(y).
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‘%Niveau 5 : Probléeme 3 10 points ’

E-FE

Exercice 1. : Soit H un ensemble et £ =P (H). Soit A€ Eet f: Yo AUY

On suppose E muni de la relation d’ordre C .

1. Montrer que :

(a) (YX€E) XCf(X)
(b) f est croissante.

() (WX € E) [(X)=f(f(X)

2. On introduit :
P={YeF: X=/(X)

et (VX € E), on pose
Fy={YeF;XcCY}

(a) Déterminer F et Fy

(h) Montrer que Fy a un plus petit élément.
3. On suppose que A # 0 ; f est-elle surjective 7 f est-elle injective ?

Exercice 2. : Soit (E, <) un ensemble ordonné. Pour tout élément z de B, on définit la partie () =
[teE, t<1}.

1. Démontrer que (Yz,y € E) z <y p(z)Coly).
2. Démontrer que ¢ est une injection de E dans P (E). Est-ce une surjection ?

3. Réciproquement, soit ¢ une injection de £ dans P (E). On définit la relation R par :

(V2,5 € E) 2Ry & o (x) Co(y)

Démontrer que R est une relation d’ordre. »
\‘.v
O

IQ : %
QOQ ( %\‘\2;\
u\' Q M};’"
Q\e?’.(’&“oo"
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Corrigé

@Niveau 2 : Exercices d’application

N
1. On a :

2
Vath =a+b<a+2Vab+b< <\/5+\/l3>

ce qui équivaut a vVa+b < yJa + Vb puisque toutes les quantités mises en jeur sont
positives.

L’égalité est réalisée si, et seulement si, a +b = a+ 2vVab+ b, ce qui équivaut a a =0 ou
b=0.

2. En utilisant la question précédente, on a :

{ VE = VETE < VE=T -
V= Vi —atd < Via=tl+ Tl

—la =] < V]al = VIBl < /]a—b]
Via =82 |v/Ial = Vo]

donce :

ce qui équivaut a :

1. Pour tous réels z,y on a : (x+y)° —day = (x —y)* > 0.
2. Donc, pour a,b, c positifs : (b+ ¢)’ (c+ a)2 (a+ b)* > dbcdcadab = 8%a*b?*c?
et (b+c)(c+a)(a+0b) > 8abe.
3. En notant S =a+b+c,ona: (b+c)(c+a)(a+b)=(S—a)(S—0b)(S—c)
= 8% —(a+b+c)S*+ (ab+bc + ac) S — abe
= (ab+ bc + ac) S — abc > 8abe
soit : (ab+ bc + ac) S > 9abc

et dwisant par abc > 0, on obtient :

1 1 1
(—+—+—> (a+b+c)>09.
a b ¢
On peut aussi utiliser les inégalités entre moyennes harmonique, géométrique et arithmé-
tique (paragraphe 2.4) :

< Vabe < Lb—i—c

+ 3

o= QO

Q=
+
o=

qut donne directement :

+

VR
Q|
+
S =
Q|

)(a+b+c)29.
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‘%Niveau 4 : Probléme 2 ’

1. Tl est clair que si t = 0, alors on a I'égalité (1 +¢)™ > 1 + nt pour tout n.

On fixe t dans | — 1,0[U] 0, 400 et on montre I'inégalité stricte par récurrence sur n.
— Pour n = 2, c’est évident car (1 +¢)* — (1 + 2t) = 1> > 0.

— Supposons donc (1 +¢)" > 1 + nt pour un certain entier n > 2.
Alors (1+8)" =1 +8)(14+t)" > (1+t)(1+nt) (car t+1>0et (1+¢)" > 1+ nt).
On en déduit (1+¢)"™ > 1+ (n+ Dt +nt* > 1+ (n+ 1)t.

Cela prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Remarque : Voici une deuxieme méthode pour répondre a la question posée.

Posons ¢, (t) = (1 +t)" — 1 — nt, avec n > 2 fixé, et t > —1 variable.

Pour tout ¢t > —1, on a ¢, (t) =n(1+t)" ' —net @/(t) =n(n —1)(1 +t)" 2

On a ¢”(t) > 0 pour tout t > —1, donc ¢/, est strictement croissante sur | — 1, +o0].
Mais ¢/ (0) =0, donc ¢/ (t) <0si —1 <t <0et ¢ (t)>0sit>0.

Ainsi ¢ est strictement décroissante sur |—1, 0] et strictement croissante sur RT.
L’application ¢,, présente donc un minimum absolu en 0. Or ¢, (0) = 0.

Conclusion : on a ¢,(t) > 0si t > —1, avec égalité si t = 0 (cqfd).
2. Remarque : la condition n > |z| est nécessaire pour que v, (z) soit défini.

Onaenfaitl:l:£>0.
n

€T n+1 T n+1
Upy1(7) <1+n—|—1> z 1+n+1
(a) Pour n > |z|, on a = — = <1+_> —rre
un(2) <1+—> n 1+ =
LT n r n
Ona:0<—"FL 1 (@ ont,(a)=2tL n___ 7 .
142 142 (n+1)(z +n)
n n

Puisque 1+ t,(z) > 0, on peut utiliser (1) et écrire (1 + ¢, ()" > 1+ (n + 1)t,(x).

-1
Mais 1+ (n+ 1)ty(e) = 1— —— = —— = (1+ ) .
x+n n—+ax n

Un41 (:L‘)

Conclusion : la suite (u,())n>|q| est croissante.

On trouve donc > (1 + E) (14 (n+ 1)t,(x)) c’est-a-dire tn (%) > 1.
n

Plus précisément, si = 0, la suite (u,(2))n>|s| est constante de valeur 1.
Siz#0,0nat,(z)#0donc (1+t,(z)"™ > 1+ (n+ 1)t,(z).
Dans ce cas, la suite (u,(x))n>|q| est strictement croissante.

o
U (—1)

Puisque la suite (u,(—))n>|s est & valeurs dans R™ et qu’elle est croissante (strictement

(b) Il est clair que pour tout n > |z|, on a v,(z) =

siz #0), la suite (v5,())n>[e| est décroissante (strictement si z # 0).
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()

Pour tout n > |z[, on trouve :
T\ " T\" T2\ "
= (-5 12 =l (-2
0al@) = tnla) = (1= 2 +2) = (o) 5
2
Puisque n > |z| donc 0 < 1 — x_z < 1, cette inégalité donne v, (z) > u, ().
n

2 2 2

n
Mais n > |z| = _93_2 >—1= <1 - 93_2> >1- 2 en réutilisant la question (1).
n n n \
Pour tout n > |z|, on en déduit la majoration v, (x) — u,(z) < vn(a:)x—.
n

Mais on sait que n +— v, (z) décroit a partir de ng = [x] + 1.
2

On en déduit 0 < v, (z) — up(z) < vy, (x)x— pour tout n = ny.
n

Ainsi lim (v,(x) — un(x)) = 0.

n—-+4o0o

Il en découle que les suites (un(%))n>|z| €t (Vn(T))n>|2) sont adjacentes.

3. Pour tout n > 1, on a u,(0) = 1, donc exp(0) = lirf un(0) = 1.
n—-—+0oo

4.

Pour tout z de R, et pour n > |z|, on a u,(x) < exp(z) (monotonie de la suite u).

Mais, du fait que n > |z|, on a u,(z) = <1 + £> > 0. On en déduit exp(z) > 0.
n

Pour tout = de R, et pour n > |z|, on a u,(z)v,(—z) = 1.

Si on fait tendre n vers 400 dans cette égalité, on trouve exp(z) exp(—z) = 1.

(a)

On choisit ng dans N* tel que n > ng = |\,| < L.
An\"™ .

Pour n > ng, on a alors n > |\, | donc (1 + —) > 1+ A, en utilisant (1).
n

A\ "™ R
De méme n > ny = (1 — —) >1— A\, >0 (changer A\, en —\,,, ng est le méme).

n
A\ ™ A2\ n Ap\ " A2\no 1 1
Hhen dedut +n n? n n?/ 1-X\, 1-—\,

An\"™ 1
On a donc obtenu 'encadrement 1+ A,, < <1 + —) < T pour n = nyg.

n - \n

Ap\ ™
Il en résulte évidemment lim (1 + —) =1.
n—-+oo n

Pour tout n > 1, on a :

(420050 (10 2) (108 - 205 - %

An
On peut donc écrire (1 + f) (1 + Q) = (1 + —> <1 + I——i_y> avec \, = L.
n n n n n+xr+y

Cette expression de )\, est valable pour n assez grand et lim A\, = 0.
n——+00

An\ "
En élevant a la puissance n : u,(x)u,(y) = (1 + —) un(x 4+ y) pour n assez grand.
n

A\
Quand n — oo, avec lim <1 + —) =1, on trouve exp(z) exp(y) = exp(z + y).
n

n——+o0o
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5. (a) Pour tout x de R, et tout n > || on a exp(z) = u,(x) (monotonie de la suite w).
n
Mais n > |z| = Ts 1= un(z) = <1 + E) > 1+ z en utilisant (1).
n n
On obtient donc exp(z) > 1 + x pour tout x de R, et en particulier si —1 < x < 1

Ainsi exp(—z) > 1 — 2 donc 1 = exp(—z)exp(z) = (1 — x)exp(x) si —1 <z < 1.
1
p— 'I'

Pour tout x de |—1, 1], on a donc les inégalités 1 4+ = < exp(x) < N

(b) La question (5a) donne x < exp(z) — 1 < , pour tout x de |—1,1[.

1—x
—1 1 1 —1
Donc : 1 < exp() < sur ]0, 1] et < exp(2) < 1sur|—1,0[
x 1—x 1l—x x
— exp(0 1
De toutes fagons, on voit que lim exp(z) — exp(0) = lim % =1.
z—0 X z—0 x
Ainsi 'application exp est dérivable en 0 et exp/(0) = 1.
h) — h)—1
(c¢) Fixons zy dans R. Vh € R*, exp(o + })L exp(zo) = exp(mo)%.
h)—1 h) —
Puisque lim exp(h) = 1 =0, on trouve lim exp(o + h) — exp(zo) = exp(zo).
h—0 h—0 h

Ainsi l'application « — exp(z) est dérivable en zq et exp’(zg) = exp(xo).

Conclusion : I'application exp est dérivable sur R et exp’ = exp.

T n
6. (a) Siz >0, ce quia été fait en (2a) pour la suite n — u,(z) = <1 + —) est en effet possible
n
a partir de n = 1.

On en déduit I'inégalité exp(z) > (1 + f) pour tout n de N*.
n

€T n+1
(b) Si on fixe n dans N, et pour z strictement positif, on a exp(x) > (1 + ) :

vt exp(z) ntl
I en découle exp(z) > 1 donc o > 1) pour tout z > 0.
Ainsi lim exp(2) = +o00.
T—00 x
On en déduit lim exp(=) = 400 donc lim x"exp(z) = 0.
T——00 (_$)n T——00

(c¢) Pour tout x de R, on a exp/(x) = exp(x) > 0.
L’application continue = — exp(z) est donc strictement croissante sur R.
Elle réalise donc une bijection de R sur son intervalle image.

Mais, d’apres (1.6b), avec n =0, on a lim exp(z) =0 et liI_iI_l exp(x) = +00.
T—r—00 Tr—r+00

L’application exp est donc un bijection strictement croissante de R sur R,

(d) On a: exp(ln(zy)) = zy = exp(In(z)) exp(In(y)) = exp(In(x) + In(y)).

Compte tenu de l'injectivité de exp, il en résulte In(xy) = In(z) + In(y).
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