FLBILIAS)Z Problemes Corrigés My Ismail Mamouni

Prépas MPS| [http :// myismail.netj

Devoir Surveillé 5 (Part 1)

Devellopements limités
Arithmétique

Mercredi 7 Février 2018 (2 heures)

~ Jean le Rond D’Alembert(1717-1783)

Mathématicien et philosophe francais. Il fat abondonné par sa mere, le
deuxiéme jour de sa naissance, devant la porte de la chapelle Saint-Jean-
le-Rond. Lauréat de 'Ecole de Droit, refusant de s’inscrire au barreau, il
entreprit des études de médecine. Il commence ses premiers travaux scien-
tifiques en astronomie. Ami de Voltaire, il était un habitué des salons pa-
risiens. D’Alembert est considéré comme un théoricien de la musique. Ses
études de la vibration des cordes font de lui 'un des fondateurs de la phy-
sique mathématique. Il est aussi pour avoir dirigé I’Encyclopédie pour ses
contributions en mathématiques.

ngiveau 1 (5 points) : Question de Cours & Exercices d’application
Rappeller 'énoncé du théoreme de Bezout

Rappeller I’énoncé du théoreme de Gauss
Rappeller la propriété caractéristique du pged
Donner le DL3(0) de f(x) = e*sinx — cosxIn(1 + x).

Donner le DL,(0) de g(x) = V1 —x+ \/]]?

rgNiveau 2 (10 points) :
Donner le DL3(7t/4) de sinx.
Donner le DIL,(0) de (1 —i—x)%.
Donner le DL3(0) de arctane®.

Montrer que f: R — R definie par f(x) = xe® admet une application reciproque definie sur
R et former le DLs(0) de .

Soit f:] —1,0[U]0, +00[— R définie par

In(14+x) —x

f(x) = 2

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est alors
dérivable en 0.

Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport a sa tangente en ce
point 7

[6] Soit f:x — (x + 1)ex définie sur R**,
Former un développement asymptotique de f a la précision — en +o0.
X

En déduire I'existence d’une droite asymptote en 400 a la courbe représentative de f.

Etudier la position relative de la courbe et de son asymptote en +o0.
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‘%Niveau 3 (15 points) : Probleme 1 ’

Calculatrices interdites. On rappelle :
2

1 17
¢ _ L3, 2.5, o7 8y,
anu = u + U + 5 + 3l + o(u®)

1 Cours

1. Montrer que si f;(z) . g1(z) et faox) s g2(x), alors fi(z)fa(x) s 91(x)g2(x).

2. Montrer que si f(x) ~ 2z et g(x) ~ 3z, alors f(z) + g(x) ~ 5x. Etonnant non ¢
xr— xr— xr—

2 Quelques calculs standards

1 1
1. Donner un équivalent simple, puis la limite éventuelle de f(x) = : 1 i1 lorsque = — 0.
anx n X

2 1 1
2. Pour x € R\ {0,2}, on définit g(x) = (:c2 + 3z + —) er=2 tan —- Montrer que le graphe de g
xr X

posséde une asymptote au voisinage de +o0o. Préciser les positions relatives du graphe de g et de
Pasymptote au voisinage de +o0.

3. Déterminer la limite éventuelle de (cos z)®n®)/=° lorsque = — 0.

3 Un probléme “de type terminale”

On g’intéresse ici & la suite v de premier terme ug = 0, et vérifiant la relation w,11 = f(u,) pour
tout n € N, avec f:z+— x4+ %cosx+ %
1. Etude de f
(a) Etudier les variations de f sur R.
(b) Montrer qu’il existe un unique xo € [0, 7] tel que f(xzg) = xo. Etudier le signe de f(z) — x sur
[0, 7].
(c) Esquisser le graphe de f sur [—2m, 27] et sur [0, 7]. On représentera également sur ces dessins
la droite d’équation y = .
(d) Montrer que si z € [0, x¢], alors f(z) € [0, z0]. On dit que [0, x¢)] est stable par f.
2. Etude de u
(a) Montrer que pour tout n € N, u,, € [0, zo].

(b) Représenter les 5 premiers termes de la suite & ’aide du graphe de f (en refaire un pour
Poccasion!) en montrant le procédé graphique de construction.

(¢) Montrer que u est croissante, puis que u,, — Zg.
n—oo

3. On note maintenant 6, = xg — Uy,.

(a) Montrer que 6,11 ~ Aoy, avec A € [0, 1] une constante dont on précisera la valeur.

(b) Montrer que d,, = o ((%)n> mais (%)" = 0(d,,).

4 Un développement asymptotique
Dans ce probléme, f désigne I’application de R* dans R définie par :
Vo > 0, flx)=2*+22° + 2+ Inx.

On va s’intéresser, pour n € N, & ’équation f(x) = n. Plus précisément, & 'unique solution z,, de cette
équation. On en donnera un équivalent... et un peu mieux.
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1. Etudier rapidement f; montrer que f réalise une bijection de R’ sur R, et représenter son graphe.

2. Montrer que pour tout entier n € N; il existe un unique réel z > 0 tel que f(z) =n.
Dans toute la suite, x,, désignera ce réel (il dépend bien entendu de n).
1/4
n
3. Montrer que x,, — 400 (on pourra montrer que pour n assez grand, on a x, > T)
n—oo

4. Montrer que z, ~ n'/%.

5. On note maintenant z,, = n'/*(1 + y,,). Que dire de ¥, ?

1
6. En injectant 'expression précédente dans 'équation f(x,) = n, montrer : z,, = n'/* — = +o(1).

2
7. (plus difficile) Montrer :

1 3 1
A0 — .
Tn =00 =t e +0<n1/4>

‘ﬂNiveau 4-5 (10 points) : Probleme 2

Partie I. Le petit théoreme de Fermat

Soit p € P un entier premier.

1. COURS
a. Montrez que Vk € [1,p — 1], k (z) =p (Zj)

P
b. Montrez que Z (Z) = 2P

k=0
2. Montrez que pour tout k € [1,p — 1], (i) est divisible par p.
3. Montrez que p divise 2P — 2.
4. Déduisez-en le petit théoreme de Fermat : «<pour tout entier n € N, nP—n est divisible par p>.
Indication : on pourra raisonner par récurrence

Partie Il. Application

On souhaite établir I'existence d’une infinité de nombres premiers de la forme 4n+1. Pour
cela, nous allons raisonner par ’absurde en supposant qu’il n’existe au contraire que k
nombres premiers de la forme 4n + 1.

On les note p1,pa, ..., pr et on pose a = pips. ... .pret N =a? +1

1. Soit g un diviseur premier de N. On suppose que ¢ = 4n + 3, ou n € N.
a. Pourquoi ¢ ne divise-t-il pas a?
b. Montrez successivement que ¢ divise a*"*? — 1, puis que ¢ divise aussi a®> + 1 et a® — 1.
Déduisez-en finalement que ¢ divise 2 et concluez.

2. Montrez que N est divisible par 2 mais pas par 4.

3. Déduisez des questions précédentes que N admet au moins un diviseur premier de la forme
4m + 1 et qu’un tel diviseur est différent de py, po, ..., pr. Concluez!
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[Cas généraux.]

‘ Formules usuelles ‘

=Xk x* %8 ;
DL, (0) exzzg—ko(xn) DL3(0) | e =1+x+ >+ = +0(x’)
£ X!
1 = 1
DL,(0) ]_x:Zxk+o(xn) DIL;3(0) m:1+x+xz+x3+o(x3)
k=0
1 = 1
DL, (0) ]+X:Z(—1)kxk+o(xn) DL;(0) m:1—x+x2—x3+o(x3)
DL.(0) | In(1 T n DL;(0) | In(1 x_x 3
n(0) n( —x)——;?ﬂto(x) 300) | (1 —x) = —x — 5 — = +0(x’)
n (_])kﬂ Xz X3
DLy(0) | In(1+x) =) ———x"+o(x") DL3(0) | In(1+x) =x— >+ > +0(x’)
k=1
i —1 x3
DLincr(0) | sinfr) =3 A Lol DL(O) sinl) =x— 5 +o(¥)
DLn(0) | sinfe) = 3 5 41 o) | DL(0) | sinfx) = x— X + o(x)
m sin(x 2k ] X X 4 sin(x X 30 o(x
k=0
DL O - (_]) 2n+1 XZ 3
m+1(0) | cos(x) X4 o(x™) DL3(0) | cos(x) =1— = 4+ o(x’)
£ (2k)! 2!
n (_])k - Xz X4 .
DL,,(0) cos(x) = 201 x4+ o(x™) DI14(0) | cos(x) =1 51 + a0 + o(x")
— ! T
n X2k+1 .. X3 ;
DLn1(0) | sh(x) ki) +o(x) DIL3(0) | sh(x) =x+ 31 + o(x°)
k=0
n—1 K2+ R NE A
DL, (0) sh(x) = 2k 7)) +o(xM) DIL4(0) | sh(x) =x + 31 + o(x")
k=0
= xX 2n+1 x? 3
DLon1(0) | ch(x) = ) 70 + o(x*™) DL;(0) | ch(x) =1+ T o(x%)
k=0
2k N NV A
DL (0) |ch(x)=)_ i+ (x*") DLi(0) | ch(x) =T+ + 7+ +o(x")
k=0 —
N (¢ —1)
. —1
DL,(0) (T+x)*=1+ lfo(k)' x*+o(x™) | DL,(0) | (1 +x 14 ax + (ocz )x2+o(x2)
k=1 )
[Cas particuliers.}
3
DL;(0) | tan(x) = x + % +o(x)
2
DL,(0) | VI Fx =1 +§f%+o(xz)
1 x 3¢
D =14+ 2
L,(0) — 15+ +ol)
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Corrigé
#ANiveau 2 (10 points)
f f2 J2 fz T T
sile)= 5+ b= b e o))
(14 z)" _e_E:H_%I +ol®).

; 4+z+ 22 +o(z?)
(arctanéﬁ i z - E
¢ 24212 +o g’ )

e o € Yoo )

donc (arctané ):% (}—;xz +o £* ))puisarctan é —Z+ 19@—

2 1

festC® surR et f'(z) =1+ sz)e”z > 0, de pluslim f = 4o0,lim f =—00
+00 —00

2+0£)

Donc f réalise une bijection d& versR et f " estC™ surR.
En particulierf * admet uneDL (0), de plus commef est impaire,f * 'est aussi et [eDL, (0) de f* est de

la forme : f*(z) = az + bz’ + ez’ +o(z°) .

En réalisant unDL, (0) de f~*(f(x)) on obtient :f‘l(f(zzr)):azz:+(a+b):r:3+(%a+3b+c)x5+0(:r:5).
Or f(f(z)) ==, donc :azl,b:—letc:g.

Onaf(z)= —%—F%x—%f +o(z?).

: A . — 1
Par suitef peut étre prolongée par continuité en 0 en pog€dit= -

ooll—\

De plus ce prolongement est dérivable en §'é) =

N 11 :
L'équation de la tangente en 0 est —§+§x et la courbe est localement en dessous de celle-Ci

6]

Onafs)=(r+1¢" =1+ z+§1+o[_1]
21 T

Par suite, la droite d'équation=z + 2 est asymptote a la courbe et la courbe est auslegscelle-ci.
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‘ﬂNiveau 3 (15 points) : Probleme 1 ’

1

. Supposons f1(z) s g1(x) et fo(x)

Cours

~ ga(z). On a alors

x

) fa(x) _ fi(@)  fol)

= . — 1

g1(x)g2(z)  gi(x) go(x) 2—a

d’ou le résultat.

. Supposons f(x) ~ 2z et g(z) ~03x. On a alors f(z) = 2z + o(z) et g(x) = 3z + o(z), donc

x

f(@) +g(x) = bz + o(x) ~ 5z, et hop!
r—

Quelques calculs standards

. On fait la différence de deux termes qui tendent vers +oco (resp. —cc) lorsque x tend vers 0T (resp.

07). On a donc a priori une forme indéterminée. Comme chaque terme est équivalent & —, les termes
x
principaux vont s’éliminer. On va donc récupérer un terme au dela de ’équivalent. Commencons
par passer au méme dénominateur :
1 1 ~ In(1+2)—tanx
tanz In(l1+z)  In(l+x)tanz

Le dénominateur est équivalent & z?. Au numérateur les termes en x vont s’éliminer, donc on fait

un DL & ordre 2 :
x2 ;];2
ln(1+x)—tanx:x—7—x+o(x2)w_7’
1 1 1 1 1 1

donc —— ————— est équivalent & — = qui est une constante # 0, don¢c ——— ———— ——.
tanz In(1+ x) qu 24 70, tan x 1n(1+x)a:>) 2

. On cherche & écrire g(x) = ax + b + L o(1/z). Plutot que de tatonner sus les différents ordres,
x

écrivont :
glx) = 2? (1 + % + %) (1+---4o0(1/zP)) (é -+ 0(1/33‘1))

= x <1 + % +0(1/x2)) (I4---+o(1/z")) (1 +~o+0(1/xq_1))

I
|

+
+

Q
—~

[
o~

8
<
@
o+

1
Pour arriver & nos fins, on va donc prendre p = 2 et ¢ = 3 : tan —
x x

1 1
e/ (=2 — ¥ = 1 fu+4u?/2+o(u?), avec u = 5~ s bien que o(u?) = o(1/2?). D’une part,
T

1 1

1 2 1 2
u=——p = E(l —2/z)" !t = - (1 + - +0(1/x)> == + = +0o(1/2?), et d’autre part u? ~ 1/

donc u? = 1/2? 4 o(1/2?%), donc :

1 1 ) 9
er—2 :1+E+ﬁ+0(1/:ﬂ ),

puis :

gx) = x<1+%+o(1/x2)> (1+£+25?+0(1/332)> (1+3%+o(1/x2)>
= x<1+%+o(1/x2)> (1+é+%+o(1/x2)>
x<1+%+%+0(1/x2)> :x+4+%+o(l/x)
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Ainsi, g(x) — (x+4) — 0, et le graphe de g posséde donc comme asymptote la droite d’équation

y = x + 4. Par ailleurs, g(z) — (v +4) ~ 62’ donc est positif au voisinage de I’infini (deux choses
x

équivalentes ont leur rapport qui tend vers 1, donc est positif pour x assez grand...). Le graphe de
g est donc situé dessus son asymptote.

sinx sin

(cosz) S ®)/7° — exp (? In(cos x)> = exp ( zf In (1 - 2%/2 + o(z?)) ))

2 2 3 1
On a sinz ~ z et In (1 —2?/2+ o(z?)) ~ —% + o(2?) ~ —%, donc %ln(cosaﬁ) ~ 5 donc!
x

sinx —1/2

+ In(cos ) Ty puis par continuité de la fonction exponentielle : exp(...) e
xT r— T—

3 Un probléme “de type terminale”

1
1. (a) f est dérivable sur R, avec pour tout € R: f'(z) = 1— 3 sin z. L’encadrement —1 < sinz < 1

1 1 1 1 1 1 1 3
donne =5 < —sinz < =, puis —= < ~3 sinz < 3 et enfin 3 < fl(z) < 3" f'(x) est donc

strictement positif sur R, donc f est strictement croissante.

1
(b) On a f(x) = x si et seulement si cosx = —5 Cette derniére équation posséde une seule

. . 2T . . . . .
solution sur [0, 7], & savoir o = — (simple connaissance de la fonction cos, qui réalise une

bijection de [0, 7] sur [—1,1]).

cosx 1
Maintenant, f(z) —z = 5 + 1 est une fonction strictement décroissante sur [0, 7] (nul

besoin de dériver!) qui s’annule en z, donc est strictement positive sur [0, [ et strictement
négative sur |xg,

(¢) Cf Maple. Il convient de faire apparaitre les points d’intersection du graphe de f et de la
droite d’équation y = .

(d) Supposons z € [0, zo]. On a alors 0 < z < xg, et la croissance? de f sur [0, 7] donc sur [0, o]
nous assure que f(0) < f(z) < f(zo). Mais f(0) > 0, et f(zo) = zo par construction, donc :
0 < f(0) < f(z) < f(20) = w0, donc f(zo) € [0, z0].

2. (a) Pour tout n € N, on définit la proposition P(n) : “u, € [0,x0]”. Dé&ja, ug = 0 € [0, 0], ce
qui établit 7(0). Supposons maintenant P (n) vérifiée pour un entier n € N FIXE. On a alors
un, € [0,z0], donc d’aprés la question 1d, f(u,) € [0, 0], ¢’est-a-dire u,41 € [0, z0], ce qui
établit exactement P(n + 1).

Le principe de récurrence nous assure alors que P(n) est vérifiée pour tout n € N.

(b) Sur le graphe de f, on part du point (0,0), et on remonte au graphe de f : on tombe sur le
point (0, f(0)), c’est-a-dire (ug,u1). Si on rejoint maintenant la droite y = x en se déplagant
horizontalement, on récupére le point (u1,u1). Si on va chercher verticalement le graphe de
f, on tombe sur le point (u1, f(u1)), c’est-a-dire (u1,u2), etc...

(c) Déja, tous les u, sont dans [0, 2], et sur cet intervalle, f(x) > x, donc f(un) > u,, c’est-a-dire
Up4+1 > Uy. La suite u est donc croissante, et majorée par xo (ben oui, tous les u,, sont dans
[0, 20]...), donc est convergente. Notons [ la limite®. Maintenant, si on regarde droit dans les
yeux la relation w,41 = f(u,), on peut voir que le membre de gauche tend vers [ lorsque
n — oo, et que le membre de droite tend vers f(I) (heu... pourquoi, au fait?). On a donc
fi =1L
Au moment d’écrire le corrigé, je sais déja que je devrai lire dans quelque heures des “On a
f() =1, or f(xzo) = xo, donc I = z¢”... Si ¢a ne vous choque pas, c’est que vous l’avez écrit,
ou que vous |’écrirez & la premiére occasion. Méditez donc ce point.

IEt PAF, le radar automatique...

2 Bien entendu, la continuité de f n’a rien a faire ici...

3Bien entendu, personne ne se sera laissé aller 4 un “croissante, majorée par o, donc convergente vers xzp”; bien
entendu...
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Or donc, on a f(I) = I. Mais I'inégalité 0 < u,, < z¢ passée a la limite donne 0 < I < z9, et
sur cet intervalle, z est la SEULE solution de cette équation?

S _ _
3. (a) On a =L — o= tnp1 _ flwo) = un), Mais u,, — x¢ d’une part, et d’autre part,

On To — Up To — Up n—00
_ - n On
f(x) f(x()) . f/(xo), done f(xo) f(u ) _ f/(x()), soit encore : +1 . f/(xo) _
r — xo T—x0 To — Up n—oo 0, mn—oo
1-— Sm%, et finalement :
V3
5n+1 ~ (1 - T (Sn
. 1 V3 3
Notons que I’encadrement peu finaud 1 < /3 < 2 assure tout de méme : 3 <A=1- T < 1
(5n Ap41 A 3/4 1 . Ap41 A 15 .
b) Not n = . — < —=—=-P — < —, il
(b) Notons « ) On a o njo>o4/5 15 16 uisque o nj0>04/5 Tk
n 15 15
existe un rang Ny tel que, pour tout n > Ny, 0 < Ola+1 < I donc 0 < any4+1 < EQNO,
. 15 ? ) o
puis 0 < any,+2 < Ea No+1 < 6 an,, et par récurrence immeédiate :

15\
Vn > N, <a, <= ,
n > Ny, 0<« (16)

4 n
donc «,, — 0 donc §,, = o ((5> )

1/2)"
Cette technique appliquée au rapport 3, = ( (/5 ) permettra de montrer de la méme fagon
1\" , - 1/2
5) = 0(6n), argument clé étant que 5, — € [0,1].

4 Un développement asymptotique

1 . .
1. f est continue, et méme dérivable sur R, avec f’(z) = 423 + 62 + 1 + —, quantité strictement
x
positive pour tout = > 0, donc f est strictement croissante. Les limites de f en 0 et 4-0o sont par
ailleurs évidentes (les différents protagonistes étant d’accords) : f(x) — —ooet f(z) - —+00.
x—0 Tr— 100
La continuité, la stricte croissance et les limites nous assurent que f réalise une bijection de R*
sur R. Pour le graphe, on se contente de placer f(1) et de respecter les limites.

2. Fixons n € N. L’application f étant une bijection de R’} sur R, on est certain que n posséde un
unique antécédent par f.

nl/4 nl/4
3 0 nt/4 _n n q f( 2 ) 1 4 f( 2 )
.Ona f 5 —E+0(n)~—, onc ———% —— — oncT

6 6 < 1 pour n assez
n n— oo

grand. On aura alors :

nl/4
£(%) 0=t
nl/4
et la stricte croissance de f nous assure que 5 <z,
nl/4
Puisque — — 400, on conclut : z,, — “+oc.
2 n—oo n—oo

4Et PAF le radar automatique : cet argument d’unicité doit forcément apparaitre sous uue forme ou une autre
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4

n ~ n, et enfin

4. On a f(z) ~ 2*et , — +oo, donc f(r,) ~ xi. Mais f(z,) = n, donc z
Ty ~ i/,

4\ 1/4
En cas d’état d’ame sur le dernier point, écrire % = (—”)
n n
x
5. —'— — 1, or ce rapport vaut 1 + y,, par construction, donc y,, — 0.
n1/4 n— oo n— o0

6. On suit 'indication de 1’énoncé :

n=f(z,) = n(l+ yn)4 + 2n3/4(1 + yn)3 + n1/4(1 +yn) +1n <n1/4(1 + yn))
= n(1+4+4y, +olyn)) + on3/t 4 o(n3/4)

donc —2n%/* ~ —2n3/* 4 o(n3/*) = n (4dy, + o(y,)) ~ 4ny, et ainsi y, ~ donc y, =

_2n1/4’

5t o(1/n'/*), puis en reportant dans z,, = n'/4(1 +y,,) :
n

1
Ty =nt/t = 3 + o(1).

1/4

1
7. On écrit maintenant x, = n'/* — 3 + £, et on réinjecte dans ’équation f(z,) = n selon le méme

principe (obtenir un terme équivalent & £, égal & un terme équivalent & quelque chose de simple).
A la premiére étape, f(z) avait été évalué simplement au niveau de I’équivalent. Pour prolonger le
développement asymptotique de x,,, on avait arraché un terme de plus & f(z). Et pour obtenir un
nouveau terme dans le DA de z,,, devinez quoi ?

1 en \* 3/4 1 en \’ 1/4
n=f(z,) = n<1—2n—1/4+m> +2n 1—2n1/4+m +n/%(..) +1n(...)
= n(l- 4 F4n 0 +2n®4 (11— +o(1/n*) ) 4 o(n'/?)
onl/a TR A T iz onl/4

= n+n (=242 +4e,) +n%(3/2 - 3) +o(1/n'/?)

et on doit pouvoir conclure si on est

done denn®/* = gnl/Z +o(n'/?) ~ 2”1/2, donc €, ~ Sn?;/4;

arrivé jusque la.

‘%Niveau 4-5 (10 points) : Probleme 2

Partie |l. le petit théoreme de Fermat

Soit p € P un entier premier.

1. questions de cours
a. soit k € n[l,p — 1]. D’aprés la petite formule, on a (¥) = 2(P~1), soit
—1
encore k (7)) =p (¥77). A
p
b. d’apres la formule du bindme, 27 = (1 +1)? = > (Z) A

k=0
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2.

Soit k£ € [1,p — 1], alors k et p sont premiers entre eux. Par conséquent le
théoreme de Gauss s’applique :

PlE G =R @ L (2)

PGCD(p, k) = 1 k

Ainsi (Z) est divisible par p. A

D’apres les questions précédentes, p divise (Z) pour tout entier k € [1,p—1].
En particulier, il doit diviser leur somme :

WS- -0 (0) -2

A
La preuve sera par récurrence sur n € N.
e Initialisation : lorsque n = 0, 0 = 0 X p est bien divisible par p.
e Hérédité : soit n € N tel que n? — n est divisible par p. On a alors
—~ (P
1)P — 1) = Fen—1
(n+1) (n+1) Z <k:> n n
k=0
= np—n—i—Zp—l B
k
k=1
p—1
5 N N . p k ...
Or d’apres la premiere question Z ( k)n est divisible par p comme
k=1

somme de tels nombres tandis que n? — n est divisible par p par hy-
pothese de récurrence. Ainsi, (n+1)? —(n-+1) est divisible par p comme
somme de tels nombres.

e Conclusion : par récurrence, on a montré que pour tout entier naturel
n € N, n? — n est divisible par p. A

Partie 11. Application

On souhaite établir 'existence d’une infinité de nombres premiers de la
forme 4n + 1. Pour cela, nous allons raisonner par ’absurde en supposant
qu’il n’existe au contraire que k nombres premiers de la forme 4n + 1.

On les note p1,ps, ..., pr et on pose a = pips. ... .pret N =a? +1

Soit ¢ un diviseur premier de N. On suppose que g = 4n + 3, ou n € N.

. Par I’absurde, supposons au contraire que q divise a. En ce cas, ¢ divise a?

et g divise aussi N = a? + 1. Par suite ¢ doit diviser leur différence, a savoir
1. Ce qui contredit le fait que ¢ est un nombre premier. A

. g étant premier, il divise a? — a d’apres le Petit Théoreme de Fermat.

Comme g = 4n + 3, il s’ensuit que ¢ divise a**™37% = a(a?*2? — 1). Or ¢ et
a sont premiers entre eux d’apres la question 1.a. D’apres le théoreme de
Gauss, il en résulte que ¢ divise a*”*2 — 1.

D’autre part, on a a?*? — 1 = (a® — 1)a® + a* — 1. Or d’apres 'identité
géométrique a*"” — 1 est divisible par a* — 1, donc par N = a? + 1, et donc
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a fortiori par q. Ainsi ¢ divise a*® — 1 et a***2 — 1 : il doit donc diviser leur
différence, c’est-a-dire (a®> — 1)a?™. Comme a et g sont premiers entre eux,
il découle du théoréme de Gauss que ¢ divise a? — 1.

Finalement, comme ¢ divise a®+1 et a® — 1, il divise leur différence, & savoir
2, ce qui est absurde vu que g s’écrit sous la forme g = 4n + 3.

En conclusion : les facteurs premiers de /N sont 2 ou de la forme 4n +1 A

On observe que pour tous nombres entiers (¢1,¢1), (401 + 1) x (45 + 1) =
A4(0y + 5 + 40105) + 1. Autrement dit, le produits d’entiers de la forme
4¢+1 est encore de cette forme. Par conséquent, a étant le produit d’entiers
de type 4¢ + 1, il est lui-méme de la forme a = 4a’ + 1. Par suite a? =
16(a’)? + 16a’ + 1 = 4A + 1, d’ott 'on tire que N = 4A + 2. 1l s’ensuit que
N est divisble par 2 mais pas par 4. A

On sait que k£ est au moins égal a 3 car 5,13, 17 sont des entiers premiers
de la forme 4n + 1. En conséquence, N est un entier strictement supérieur
a 2, divisible par 2 mais pas par 4. Il admet donc un diviseur premier p
différent de 2. D’apres ce qui précede, p est nécessairement de la forme

4n + 1. Pourtant, p ne saurait appartenir a {p1,pa,...,,pr} car N = (P, X
- % pr)? + 1. Ce qui contredit le fait que les seuls nombres premiers de la
forme 4n + 1 sont p1,pa, ..., , Pi. A
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