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Concours Blanc (4 heures)

Structures Algébriques

Polynémes-Calcul Matriciel

Lundi 19 Mars 2018

[Documents et Calculatrices Interdits]

#Niveau 1 (5 points) : Questions et exercices de Cours
Soit f: E — F linéaire. Rappeler les définitions de :

ker f;
Imf.

Montrer que :
ker f C ker f?;
Imf? C Imf.

On pose Z[i] ={a+ib, a,b € Z}.

Montrer que Z[i] est un sous-anneau de (C, +, x) ;

)

Donner ses éléments inversibles.

Montrer que Q[v2] ={a + bVv2, a,b € Q} est un sous-corps de (R, +, x)

rf!Niveau 2 (5 points) : Exercice d’application

On admettra l'irrationalité de/2. On introduit I’ensemble’Z[\/ﬂ = {a +02 lab)e ZZ} :
1. Montrer queZ[\/E} muni de I'addition et de la multiplication des Istest un anneau.

2a  Etablirys € Z|\/2| 3(a,b) € 27 tel ques =a+2.
On pose alorg = a—bJ2 appelé conjugué de.

2.b  Montrer que I'application de conjugaisen— z est un automorphisme de I’anneﬂ{.vﬁ} .
3. Pourz € Z[\/E} , On poseN (z) = 1T .
3.a  Justifier quev:ceZ[x/E],N(x)eZ , et
Va,2' EZ[\/E} N (@z')=N@)N@').
3.b  Montrer quer € Z[\/E] est inversible ssiV(z) € {1,— 1} .

3.c OnformeH = {x € Z[\/E}/N(x): il} :

Justifier par un argument rapide gfe est un groupe pour la multiplication des réels.
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‘jNiveau 3 (10 points) : Exercice d’approfondissement ’

01 1 1 1 1 1 0 0
A=11 0 1 P=-1 0 1 Is=10 1 0
1 1 0 0o -1 1 0 0 1
00 0 1 -2 1
O;=[000] Q=11 1 -2
0 0 O 1 1 1

Partie 1 : Préliminaires

1. Calculez le produit (A + I3)(A — 2I3)

2. En déduireA™ en fonction de A et | pour n=2

3. Montrer par récurrence sur n, entier naturel que

n n n n 2n_|_2<_1)n 2n_(_1)n 2n_(_1)n
P e AW . o (=1)n 4 o(=1) 2 (—1)
! ’ RN O A = S

Partie 2: A" a I'aide d’une relation polynomiale (deuxiéme version)

Soit n un entier naturel non nul et soit R, le reste de la division euclidienne du polynome
X" par le polynome (X +1)(X —2).

l.a. Que peut-on dire du degré de R,,?
b. Calculez R, (—1) et R,(2) puis déterminez le polynome R,.
c. Montrez que les coefficients du polynome R, sont entiers.

2. Retrouvez a nouveau 'expression de A™.

Partie 3 : A" par diagonalisation

1.a. Montrez que P est inversible et calculez son inverse P~L.
Indication : Calculer PQ
b. Calculez la matrice D, égale au produit P~ x A x P.

c. Explicitez les puissances D", pour n € N.
2.a. Justifiez 'égalité A= P x D x P71,
b. Démontrez que pour tout n entier naturel A = P x D" x P71

c. En déduire la valeur de A™ en fonction de n pour tout n entier naturel non nul.
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‘%Niveau 3-4 (10 points) : Probleme de Synthése ’

Interpolation et polyndmes factoriels

Notations :

n est un entier naturel fixé, > 2.

F est I'espace vectoriel des fonctions réelles d&fisurR .

FE est le sous-espace vectoriel des fonctions polgstocoefficients réels.

E estle sous-espace vectoriel des fonctions polgséncoefficients réels de degré inférieur ou agal

Partiel

Si feF ,onnoteA(f) et T(f) les fonctions réelles définies par :
Ve e R,A(f)@) = flz+D)—f@) etT(f)(z) = f(z+1).
On admettra (aisément !) que et 7' sont des endomorphismes de .
OnnoteA°=T7°=1d, (doncsifeF, A°(f)=T°(f)=f), et,sijeN" :
AN =ATTo A=A AN etT/ =T oT =TT,
1. Soit P € £, non constantA(P) est une fonction polynéme.

Comparer les degrés d&(P) etdeP.
Calculer le coefficient dominant d&(P) en fonction de celui dé .

2. On noteA | la restriction deA au départ d&v, .
2.a  Verifier queA  réalise un endomorphisme dg .
2.b DéterminerkerA .

3. Déduire des questions précédentes que I'enddmnsong A est surjectif. (Admise)
Partie Il
1. Pour k£ € N, on définit les fonctions polyndmes, par :

z(x—1)...c —k+ 1)
k! '
l.a Pourk >1, exprimer A(/V,) en fonction de I'un des polynom¢s/;) ., .

2. Ve R,Ny(z)=1 et N, (z)=

1.b Calculer, pou e N etk e N, A’/(N,) puis (A’ (V,))O).

2. Soit PeE, , P sécritP=a,Ny,+a,N,+...+a,N, ou (a,,a,,...,a,)€ R"™.
Exprimer lesa; en fonction degA’(P))(0).

3. Applications :
On poseP(z) = z° . Déterminer les coefficients,b,c € R tels que :

Ve eR : P(zx)=aNy(z) +bN,(x)+ cN,(x)
et en déduire une fonction polyndérge telle queA(Q) =P .

Exploiter celle-ci pour exprimed ~k? .
k=1

4. Soit f € F .
4.a  Déterminer pour € R etkec N, (T"()(z).
4.b Etant donné € N, expliciter A" (f) en fonction des*(f), 0<k<n.
(on pourra remarquer qu& =7"—1d ).
©
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4.c  Endéduire quéA"(f))(0) ne dépend que des valeurs flaux points0,1,.. n .

Partielll

On se donne une fonctioff de F . On cherche les polyndmes solutions du probl¢fe suivant :

[degP <n

(P): vhe{0L..n} PE)=16)

On pose :

N@) =TT@—i)=2(@—1)...(—n).

=0
1. Soit I'application linéaire :

g E -R™
P (P(0),....P(n))

Montrer quey est un isomorphisme.

1.b  Endéduire que le problen®) possede une unigue solution notée
2a Pourje{01... n}, comparer(A’(f))(0) et (A’(P,))(0).
2.b Endeduire I'expression d& en fonction degA’(f))(0) et des polynomeg/, .
3. Dans cette question, on suppose duest de class€"*. On note :
M., =sup{[{* €] €[ 0p]}.

3.a  Soitz€[0,n], non entier. Montrer que :

(n+1)
P ),
(n+1)!
On pourra posep(t) = f(t) - P,(t) - KN(t) , ou K est tel quep(z) =0 et appliquer judicieusement le
théoréme de Rolle.

3¢ €[0,n] J@)-P )=

1
Mn+l

3b  Endéduire qué'z €[0,n] ,‘f(:z;)—Pf (:1;)( Sn_+1

On pourra majorefN ()| sur chaque intervallgj,j+1, ot j€{0,1... n— 3.

C, N alWa B Y de1 ?A‘»."D

/
&




ELBILIAS %
Prépas MPS| . 2017-2018 [http ://myismail.net}

Problemes Corrigés My Ismail Mamouni

[ngiveau 2 (5 points) : Exercice d’application

|

1.

2.b

3.a

3.b

3.c

Montrons que%[\/i] est un sous-anneau @&, +,x) .

Bien entenduZ[\/E]cR.

l=a+bJ/2 aveca=1cZ etb=0cZ doncleZ[\/E].
Soit z =a+bv/2 eta’ =a’ +b'2e2[V2|.
x—x’:(a—a/)—l—(b—b/)\/zEZ[\/E} cara—a’,b—b'€Z.

zz' = (aa’ + be’)—i—\/E(ab'—ka’b)e Z{\/_Z] car aa’ + 2bb’,ab’ +a’'bc Z .

Donc Z[\/E} est un sous anneau d&,+,x).

Soitz € Z[/2].
L’existence du couplda,b) découle de la définition dé{\/i] .

Etudions l'unicité :
Soit (a,b) € Z? et (a’,b’) € Z* deux couples solutions.

Onaz=a+bJ/2=a"+b'/2 donca—a’ =@ —b)~2.
o /
Sib="0 aloer/ZzﬁeQ ce qui est faux.

Donc b =5’ puisa—a’ = (b’'—b)/2=0 donca=a’.
Notonsy : Z[\/E} — Z[\fz] I'application définie parp(z) = 7 .
P =@+ 0J2)=1 0/ 2= 1
Soit 7 = a + b/2 et :c’:a'er'\/EGZ[\/E] .
plz+az)=p(a+a) +0+)W2)=(@a+a)— O+ )W2
= (a—bV2)+ (@ —'V2)=p @)+ @)
w(xx’) = p((aa’ 4+ 2bb") + (ab’ + a/b)\/é): (@a’ + 20" )— @b’ +a’b )\/E
et p(z)p(z)) = (a —b/2)(a — ' 2)= (@a+ Db )— @b’ +a’b N 2
donc p(zx’) = p(x)p(x’) .
Ainsi ¢ est un morphisme de I’anneﬁ{\/z] dans lui-méme.

On constater =z, il s’ensuit quey est involutive et donc bijective, ¢’est donc umcaorphisme de
Z|2|.

Pourx=a+b\/§ez[\/§}, N(z)=a?—2b2cZ cara,beZ.

Pourz,z’ € Z{\/E] , N(xx') = 2z’ 27’ = 22’z = a7’ T = N(@)N(z').

Soitx € Z[x/z] .

Si z estinversible alorgz ' =1 et doncN(z)N(z ') =1.

Or N(z),N(@z *)€Z donc N(z),N(@z )e{1,—1.
Inversement, supposon$(z) € {1,— 1} .

Si N(x) =1 alorszzx =1 et doncx est inversible d’'invers& .

Si N(z) =—1 alorsazz = —1 et doncz estinversible d’'inverse-z .
Dans les deux cas est inversible

H estle groupe des inversibles de I’annéﬁ{,lx/é] <)
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‘%Niveau 3 (10 points) : Exercice d’approfondissement ’

A
A™ a I'aide d’une relation polynomiale (deuxiéme version)
Soit m un entier naturel non nul et soit R, le reste de la division euclidienne du
polynome X™ par le polynome (X + 1)(X — 2).
l.a. R, est de degré strictement inférieur ou égal a 2. A
b. Ecrivons la division euclidienne de X™ par @ = (X 4 1)(X — 2), il vient
X"=BQ+ R, R,X)=aX+/p

Evaluons cette égalité polynomiale en —1 et 2, il vient

(=) = —a+p a = %[2” — (—1)"]
R R I
Ainsi,
2" — (=1)" 2" +2(—1)
R,(X) = X
A
c. Remarquons que d’apres lidentité géométrique, pour tout entier n > 2, on a
n—1
2 (1) = (2 (-1) Y (1A
k=0
n—1
= 3 (_1)n—k—12k
k=0
2"+ 2(-1)" = 202" = (=)
n—2
= 22— (-1) Yo (-1
k=0
n—2
= 6 (_1)n—k—22k
k=0
Par conséquent, les coefficients de R,, sont entiers. A
2. D’apres la question précédente, on a :
2" — (=1)" 2"+ 2(—1)"
X" = B(X +1)(X —2) + ?() Vox B 3( )
En particulier, en appliquant cette égalité polynomiale a la matrice A, on tire :
2" 4 2(=1)™ 2" — (=)™ 2" —(=1)"
2" — (=1)" 2"+ 2(—=1)" 1
A" = ;) A++3()I_ ol A S AR GV GV
2" — (=)™ 2" —(=1)" 2"+ 2(—-1)"
A
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‘ﬂNiveau 3-4 (10 points) : Probleme de Synthese ’

2.a

2b

l.a

1b

2.a

2.b

4.a
4.b

4.c

Partie |

Si P est un polynéme constant alodgP) =0 ce qui en détermine degré et coefficient dominant.

P
Si P est un polyndme non constant, posgnsson degré, on peut écri@:ZakX’“ (aveca, =0) et
k=0

P
ona A(P)=> a,A(X") avecA(X°)=0 et A(X") = (X +1)' — X" =kX"*+--- pourk >1. Par
k=0

suite A(P) = papo’l doncdegA (P )= p— let le coefficient dominant d&(P) est pa, ou a,
désigne le coefficient dominant d&.

A, est linéaire car restriction d’une applicatioréhire, de plus ci-dessus, on a vu qudegP <n
alorsdegA P)<n—1<n doncA :E — E etainsiA estun endomorphisme de .

En 1, on a obtenu : ¢t est constan?\(P) =0 et si P non constante\(P) = 0. Le noyau deA  est
donc réduit a I'ensemble des polynémes constaritsi AimkerA = 1 et par le théoréme du rang
rgA, =dimE, —1=n. De plus siP € E, alors on adegA (P )<n—1doncA(P)€ E, ,. Par suite
ImA, C E_,. Parinclusion et égalité des dimension A =F .

VP e FE ,onposanth =degP, ilexisteQ € FE , tel que A(Q)=P car A

1 est un endomorphisme de

n+1
E, ., dontl'image est, .

Partiell

A(N,)(x)=N,(z+1)—N, ()= m(m_l)”'k('m_ﬂ 2) @+1-@—k+1)= m(m_l()'k“(i)TH 2

doncA(N,)=N,,.
Pourj <k : A’(N,)=N,_, et puisqueA(N,) =0, A’(N,)=0 pour j > k.
Par suite(A’(N,))(0)=0 si j <k etsij>k alors que(A’(N,))(0)=1si j=k.

La famille(~,,N,,...,N, ) vérifie degN, =k donc c’est une famille de polynéme de degrés étagpar
conséquent celle-ci est une baseHJe

(A7(P))(0)= iak (A (N)O)=a, puisque(A’(N,))(©0)=56,, .
a=A"P)(0)=0, b=AY(P)(0)=1etc=A*(P)0)=2.
Considéronsy) = aN, +bN,+cN,. Par I'étude qui précedaA(Q) =aN,+ON,+cN,=P.

Concrétement Q(z) = I(xzfl) PLiC *123(95 —2)_zl— 1)6(210* i
SOk =D 0P) = S A@M = Q-+ D- Q) = QG+ - Q=D

Par récurrenc®” (f)(z) = f(z + k).

A=T-1d, avecT etld, qui commutent donc par la formule du binéme de tdaw

n n

A =3[ er puis ) =37 a7 ).

k=0 k=0

(@ (0= Y[} 2 1) car T (1O = £6).
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la

1b

2.2

2.b

3.a

3b

Partielll

SoitA,ueR et P,Q€E, .
OAP+pQ)=(...,(\P +p@Q)(k),...)= (... \PE)+ pQk),...)=AC...P &)y )+ (.. QE),-.)
doncp(AP 4 Q) = Ap(P) + (@) ety est linéaire.

Soit P E, . Si p(P)=(0,...,0) alors P(0)=...= P(n)= 0 et donc le polynbme admet au moins
n+1 racines ordegP <n donc P =0. Ainsi kerp ={0} or dimE, = dimR"** donc estun
isomorphisme.

Par la bijectivité de , il existe un uniqueP € E tel que(P)=(f(0),...,f (n)). Par suite le probleme
P posséde une unique solution.

DO=3 11 s6)

k=0

J

> llen re- @ oo,

k=0

Rappelons que polte £, : P= Za N, avecq, =A’(P)(0) donc
j=0

n

EzZ(N(Pf))(O)Nf (A (W, .

j=0

Posong(" une constante telle qu(z) — P, () = K.N(z). Une telle constant& existe carN(z) =0
puisquez ¢ N .

Considérons alorg: R — R deéfinie parp(t) = f(t) - P, (t) - KN(t) . ¢ est une fonction de clasgg™
qui s'annule er,1,... n et aussi en:. Cela fournitn + 2 annulation dan@,n]. Par application du
théoréme de Rollep’ s'annule au moins +1 fois dans/0,n| et en reprenant ce processus;™
s'annule au moins une fois dajn| en un certair¢ . Or o™ (t) = f*(t)—0— (n+1)!K car

degP, <n et N est un polyndme unitaire de degré-1 donc N = (n +1)!. La relation

(140) () ARG ,
©"7(€)=0 donne alorsk _(— ce qui permet de conclure.

n+1)!
Pourz GNO[O,n} : ‘f(a:)—Pf(a:)‘:OgﬁMM.
Pourz €[0,n] x%N"f(x) ‘ ‘fM ‘| | M |
o ' (n+1)! " (n+1)! '

Pour conclure, il reste a établitz €[0,n] [N @) <n!.

Raisonnons par récurrence sue N* .

Pourn=1, N(z)==x etla propriété est vraie.

Supposons la propriété établie au rang 1 :

Pour z G[O,n—l—]], étudionsN(z) = z(z—2)x...x(x— (n+1)=M (z)x (t—n—1).

Par HR, pourz €[0,n], on a|M(z)| < n! donc|N(z)| <n!x|z—n-1] aveclz—n—1€[Ln+1 donc
IN(z)| < (n+1)!. Pourz € [n,n+1,

IN(z)|=2(z—1)x..x g—n)x (n+1-2)< 0+ nx..x I I= @+ 1)L Récurrence établie et
probléme résolu.



