ELBILIASY

Prépas MPS| Problemes Corrigés My Ismail Mamouni

[htfp ://elbilia.sup] [http ://myismail.net]
Devoir Maison N°10

Developpements Limités

_Corrigé )

Exercice 1 Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f définie par

Fix) = (x4 15

i.e f(x) est égal a x + 1 élevé a la puissance @

1. Déterminer D¢ le domaine de définition de f.
Solution. f(x) = exp (—”;H In (x + 1)) est défini si x > —1 et six #0 (In(x+1) est défini
ssix > —1, v/x+ Test défini ssi x > 1 et on exclue la valeur O pour la division)

D¢ =1—1,0[U]0, +o0]

2. Déterminer la limite de f en x = —1.
Peut-on prolonger f par continuité en —1 ?

Solution. Posons x=—1+h, avech — 0. On a f(—1+h) =exp (h—‘ﬁ In (h))

Puisque vhln (h) h4>0 0, (croissances comparées), on a (par continuité de l’exponentielle en
-
x=0) lim f(x) =exp(0) =1
x——1

On pose donc f(—1) =1, la fonction est alors continue en x = —1

Remarque : On peut toujours prolonger une fonction en donnant un sens o f (—1), en revanche
il est plus difficile d’obtenir un prolongement continu. M

3. Si vous avez répondu oul a la question précédente, le prolongement obtenu est-il dérivable en
—17?

La courbe représentative (C¢) de f admet-elle une tangente en x = —1 ¢

Solution. On a

f(x) —f(=1) exp(h—ﬁ_ﬁln(h))—1 M) In(h)

— ~

X+ 1 - h h—0 h h—0 vh -

La fonction prolongée n’est pas dérivable en x = —1 mais admet une tangente verticale. ®

4. Déterminer un développement limité de f en x =0 a ["ordre 2.

Solution. Attention, picge. La présence du % oblige a partir d’un DL de In(1+x) a lordre

3,qui donne ensuite un DL & ordre 2 de w
L’erreur la plus fréquente consiste a faire un DL3 de v/x + 1, de le diviser par x, on obtient alors

1
3@ =3 + % — 1gx—l— ]1—6X2 —|—ng (xz). Si Uon multiplie ce DL par celui, a Uordre 2, de In (1 +x),

1
le résultat est un DLy. En effet, on est amené & faire le produit " X 0 (xz) = o0 (x). Cela

x—0 x—0
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ne contredit pas le cours, qui spécifie qu’il faut avoir deux DL, pour obtenir un DL,. Ict, "H

1 2
— 1l 12 ¢ DL !
7 8X ]6X XOO (X ) 7’2,68 pas un

m@ = <1+§—%2>><<1—X+ﬁ>+ 0 (xz)

2 27 3) xoo
2
_ 1. 2
= 24+xgo(x)
Puis par composition
2
u o u- 2
e =1+u+ > —i—ugo(u)
donc
In(x+1) B x? )
exp(x/x—HT) = exp<l—ﬂ—l—xgo(x)
= e xexp <——+ oo<x2>>
= e><<1——> oo(xz)
x—
- e__—i_ng( )
[ |

. En déduire que f est prolongeable par continuité en x = 0 et que ce prolongement est dérivable
en 0.
Préciser la valeur de la dérivée et la position de (Ct) par rapport a la tangente en x = 0.

Solution. D’aprés le cours, si on pose f(0) = e la fonction est continue en 0, dérivable de

dérivée f' (0) =0

L’équation de la tangent est yt = 1 (elle est horizontale). On a f(x) — yr o —% < 0. La
X—

courbe est sous sa tangente en 0. m
. Déterminer la limite de f en +o0
Y-a-t il une asymptote en +oo ¢

Solution. D’apreés les croissances comparées

Vx+1 In (x)
~ ln(X—f—])_l_zo \/)_(

— 0

donc

f(x) = 1"
X (o¢]

La droite d’équation y =1 est asymptote & la courbe en +co. W

. Sur quel ensemble la fonction f éventuellement prolongée est-elle continue.
Méme question pour la dérivabilité.

Solution. f est maintenant définie et continue sur [—1,4oo[ dérivable sur]—1,4ool.
En effet elle est clairement de classe C® sur D¢. On l’a ensuite prolongé par continuité en —1
et en 0, mais seul en 0 le prolongement obtenu est dérivable. W

8. Déterminer la dérivée de f éventuellement prolongée ainsi que son signe.
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Solution. Six # 0,

d o ffx) d (VxH+]

SIn(f(x) = f(x)—a( X 1n(x+1)>
B _lxln(x—|—1)—|—21n(x—|—1)—2x
-2 (x+ 1)x2

1(x+2) (ln(x—i—U—%)

2 V(x+ 1)x2

On étudie

dérivable sur ]—1,+oo[ avec

g (x) = di<1n(x+1)— 2")

X x+2
2
— X >0
(x+1)(x+2)
Puisque g (0) =0 on a le signe de '
|
9. Tracer la courbe (Cy).
s.
y
M-
0 5 10 16 20 25

Remarque : cela ne se voit pas mais la limite en +oo est bien 1/

Exercice 2 On pose f(x) = /x(x + 2)exp <%> .

1. Donner le domaine de définition de f.
Solution. f est définie six #0 et six(x+2) >0 x € ]—00,—2]UJ0,+o0[ W

f
2. Déterminer le développement limité d’ordre 2 de ﬁ en 400 .
X

Solution. Posons x = + avec h — 01, Alors

h
fix)  [x(x+2) l

X x2
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car Vx2 =x six > 0. D’ou

f(x) = h(%—I—Z)eh:\H + 2he"

On fait ensuite le produit des développements limités de /1 +2h=1+h— ]jhz +o0 (hz) et de
e"=1+h+ }3—2 +o0 (hz) pour obtenir

VI+2he" =1+ 2h+h? +o (hz)

Gl
2%\

. La courbe représentative de f admet-elle une droite asymptote en +oo ? Si oui, donner son
équation et la position de la courbe représentative de f par rapport a cette asymptote.

On revient & la variable initiale

f 2
L
X X

Solution. On déduit de la question précédente que

1 1
f(x)fx+2+;++%o <;>

Ainsi la droite d’équation y = x + 2 est asymptote, la courbe est localement au dessus de
lasymptote (cf cours) m

. Mémes questions en —oo.

Solution. Meéme genre de technique, mais x = —V/x? donc
f(x) x(x +2) 1
—_— = — —exp | =
X X
1
= x—2—--+0 (=
X  +oo \ x
La droite d’équation y = —x — 2 est asymptote et la courbe est encore au dessus.
107
asymptote y=x+2
asymptote y=-x-2
10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
X
+2-




