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Devoir Sur Table N°15

Déterminants
Systémes Linéaires

Probleme 1
Systemes a diagonale strictement dominante

On note A = (a;j) une matrice de M,,(K), et B = (b1, ba, ..., b,) un élément de K".
On identifiera les éléments de K" et les matrices colonnes correspondantes.

Pour tout Y = (y1,%2,-..,¥n) de K", on note ||Y| = max{|y;|, j =1,...,n}.

On considere le systeme (1) : AX = B d'inconnue X = (z1, 2o, ..., x,) dans K".

On suppose que : Vi=1,...,n, |az| > > |ai;|-
J#i

On exprime cette propriété en disant que A est a diagonale strictement dominante.

1. Montrer que A est inversible.

Indication : raisonner par I’absurde et considérer un vecteur X de K", non nul, tel que AX =0;
utiliser la coordonnée de X qui est de module maximum. [S]

2. On note )?:(fl, ..., Tp) 'unique solution du systéme (1).

En divisant la i-ieme équation de (1) par a;; et en la résolvant par rapport a z;, on transforme
(1) en un systéme équivalent (2) : X = A*X + B*.

Préciser les coefficients a;; de A*, et bf de B*. [S]
3. Montrer qu'il existe A dans [0, 1 tel que : Vi =1,...,n, > |aj;| < A [S]
j=1

4. Soit X(© € K. On définit une suite de K" en posant : ¥k, X*+1) = A* X *) 4 B*,
Pour tout entier k, on pourra noter X *) = (azgk), xék), . ,x%k)).
Montrer que : Vk € N*, [| X — X®|| < AF| X — X O],

En déduire que lim X® = X [S]

k— o0
5. Application numérique 4007 + 24y — 8z = 30
(a) Résoudre le systeme (1) : ¢ 92+ 300y — 152 = 60

dr — 8y + 400z = 50
On en donnera la solution exacte, et la solution approchée & 107! pres. [S]
(b) Vérifier les hypotheses des questions précédentes.

Ecrire la forme X = A*X + B* du systéme. Que vaut A? [S]

(c) On part de X© = (0,0,0). Préciser X, X X©G) ot X®)
En considérant uniquement X, montrer que || X| < %

A partir de quel entier k est-on certain que || X — X®|| < 107167 [S]
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Probleme 2 Inversion d’une matrice

L'objectif de ce probléme est I'obtention d’une h@de permettant d’inverser certaines matrices syquéts
réelles.

Préliminaire

Soit D € M, (R) une matrice diagonale a coefficients diagonaux@edeux distincts.

Montrer que si une matric#/ € M, (R) commute aved alors M est diagonale.

Partie |

Soit A€ M, (R) une matrice symétrique réelle inversible.

On suppose qu'il existe une matri¢ec M (R) et une matrice diagonall € M, (R) a coefficients diagonaux
distincts telles queAP = PD .

1. Etablir'PA=D'P .

2 En exploitant le préliminaire, établir quUBP est une matrice diagonale que I'on notéra

3. On notep, ; le coefficient d'indice(i, j) de P eté, le k eme coefficient diagonal de\ .

3.a  Exprimeré, alaide d’'un symbole sommatoire et des .

3.b  On suppose désormais qu’aucune colonng deest nulle.
Justifier queA , P et D sont inversibles.

4.a  Exprimer l'inverse del en fonction deP,' P,A™* et D*.
4b  Onnote), le k°™coefficient diagonal de la matrice .
On noteq, ; etb,; les coefficients d'indicgi, j) des matricesd et At

. ~ D 1Pk
Etablirp, . = ) ——I=.
" ; A0,
Partie Il

2 1.0 - . 0
-1 2 -1 0 :

On consideére ici la matrice symétriquel = o O
: o -1 2 -
0 .. ... 0 -1 2

1. On poseD, =detA.
l.a  Former une relation de récurrence engagBanb , etD .
1.b  Donner I'expression d® pour toutn € N*.

1l.c La matriced est-elle inversible ?

Soitk un entier tel quad<k<n.
2.a  Justifier, pour tout<i<n, la relation :

sin (i -k +si @6+ Dk _ 2¢0 km ] i szJ].
+1 n+1 n+1 n

n
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| km
sinf—
n+1
km sin o
2.b  Onnote X, =|sin|— =" |\n+1)le M, R).
n+1 I<i<n . |
. [ nkm
sinj—
n+1
Observer qu'il existe un reel, tel que AX, =\ X, et exprimer ce dernier.
2. OnnoteP la matrice deM (R) dont les colonnes sorX,, X,,..., X .
Observer qu'il existe une matrice diagondletelle que
a) AP=PD
b) les coefficients diagonaux d@ sont deux a deux distincts.
3. Onpeut désormais reprendre les notations parte |
3.a  Expliciterp, ;.
3b Iciz désigne un réel de lintervall®,n| .
. R sinnz
Justifier la relation J) ~cos 2z =—— cos{+ 1.
o sing
En déduire une expression en fonctiondet = de la somme S (z) = Zsin2 .
p=1
3.c  Observer que la valeur de ne depend pas de et donner celle-ci.
4. Endéduire le coefficient de la ligrieet de la colonng de l'inverse deA .
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Corrigé Probleme 1

1. Par I'absurde, on suppose qu’il existe X # T dans K", tel que AX = 0.
Soit i € {1,...,n} tel que |z;| = || X]|| > 0.

n
L’égalité AX = i implique en particulier ) a;;z; = 0 donc a;x; = — Y a;; ;.
n n n ! i7
Mais | > aijxj| < Y ais] |25 < |zi] D2 |aij| < |wi||ai| : c’est contradictoire.
= s c

Ainsi pour tout X de K", on a AX = T =X=70.Cela signifie que I'endomorphisme de K"
canoniquement associé a A est injectif donc bijectif. Ainsi A est inversible. [Q |

2. Pour tout i de {1,...,n}, la i-itme équation de (1) s’écrit : a;z; + Y a;;x; = b;.
JF
Ell td 3 b Os1f =1 (b= L
e s’écrit donc x; = ) alx; + bf, avec a;; = ., etbr=—
’ =1 R ! Y _aij/aiz’ sij#i ‘ Qi

On a ainsi obtenu A* = (aj;) et B* = (b;) tels que AX = B & X = A*X + B*. [Q]

1
a*].Ona )\ = — a;i| < 1.
J ? |a“’;| ZJ’

Il suffit alors de choisir A = max A; pour conclure. [Q ]

1<isn

3. Pour tout i de {1,...,n}, posons \; =

4. Pour tout k > 1, on a X® = A*X*=D 4 B* D’autre part X = A*X + B*.
Par soustraction, on obtient X — X® = A*(X — X*=1) pour tout k de N*.

n
Pour 1 < i < n, la i-ieme ligne de cette égalité s’écrit x; — xgk) = >, a;(7; — x(k 1)).

Jj=1
k—1) n

7 -2 <Y a E=D] <A IX — XED.

j=

H)

n
Ainsi |z; — 35 | < Z

,_.

Il en découle || X — X®|| = max|7; — x <X — XG0,

1<i<n
Une récurrence évidente donne alors : Yk € N*, || X — X®|| < \F||X — XO)|.
Ainsi, pour tout i de {1,...,n} et tout k£ de N* on a |z; — xl(k)| <X — XO).

On sait que 0 < A < 1. Il en résulte lim Q:Ek)
k—o0

= I, pour tout i de {1,...,n}.
Autrement dit, la suite des vecteurs X*) converge vers X quand k tend vers +o0.
Remarque : ce résultat est indépendant du choix du vecteur initial X(©. [Q]

5. Application numérique

(a) On applique la méthode du pivot :
400 24 -8 | 30\ Ly« Li/8 (5 3 -1 | 15/4

9 300 —15 | 60 | Ly« Ly/3 3100 —5 | 20 Ly < Ls
4 -8 400 | 50/ Lg« Lg/4 1 -2 100 | 25/2

1 -2 100 | 25/2 1 -2 100 | 252

3 100 -5 | 20 Ly < Ly — 3Ly 0 106 —305 | —35/2

50 3 —1 | 15/4) L3+ Ls—50L; \O 103 —5001 | —2485/4
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1 -2 100 | 25/2 1 -2 100 | 25/2
Ly 0 3 4696 | 2415/4 Ls 0 3 4696 | 2415/4
Ly—Ls \0 103 —5001 | —2485/4) 3L3—103L; \0O 0 —498691 | —64050

x =2y +100z =25/2
Le systeme intial est donc équivalent a 3y +4696z = 2415/4
—498691z = —64050

On trouve d’abord z 46948065901 ~ (0.1284362461 ;

2415 64050 1223565
Ensuite y = ( — 4696 et ) = Soeing ~ 0.2044627836

B 1223565 6405000 32565
Enfin = + 5002146 — 403601 — 298601 ~> 0-0653009579;

La solution est (0.0653009579 ; 0.2044627836 ; 0.1284362461) a 1071° pres. [Q]

(b) Le systéme a résoudre est de fagon évidente a diagonale strictement dominante.

_ 3 3 1
400z 4 24y — 8z = 30 =0~ 5oy+5oz
r — 152 = _1_ 3
On a l'équivalence ¢ 9z + 300y 52 60 &< y= 5 100 T+ 55 20
dr — 8y + 4002 = 50 1
c=§- 6%+ 50V
On a ainsi obtenu la forme X = A*X + B* du systeme.
Avec les notations de (I.3) on a :
1 _ 2 _ 2 1 1 _ 3
M=50+350= 35 % =100 T3 = 3 ° N = 55+ 30 = 100
. 2
On en déduit A = max{Ai, A, A3} = 5z. [Q]
(k) 0 —6 2 z(h=1) 3
(c) Pour tout k> 1, on a X® = [ 4® ﬁ -3 0 5 yF=D4 | + 4% 8
z(k) -1 2 0 2(k=1) 5
’ M (3 1 1) _
On trouve tout d’abord X (40 F 8) (0.075 0.2 0.125).
@ _ (131 5 513 _
Ensuite X (2000 oo 4000) (0.0655 0.204 0.12825).
2613 81779 5137 \ _
Ensuite X G (40000 S 40000) = (0.065325 0.2044475 0.128425).
1306033 408923 1284357 \ _
Enfin X (20000000 T 10000000) = (0.06530165 0.2044615 0.1284357).

- koo~ - -
Pour k> 1,ona || X — X®| < (%) |X || et notamment ||X — XM < % | X 1]

v v 25 9
On en déduit ||X|| —|XD| < 25 || X |, donc || X|| < 2—3||X(1)| =53

Ainsi, pour tout £ > 1, on peut écrire : ||X X®|| < g, avec g, = % (%) .

On constate que €13 ~ 1.2 E-15 et que €14 ~ 0.96 E-16.
Ainsi on est stir que | X — X®|| < 10716 & partir de k = 14. [Q]



Correction

d’'apres INA 1998

Préliminaire :

D =diag(, ,.. A, ) avecVl<i,j<n\ =\ =i=j. M=(m,,).

OnaMD=(\m,,) et DM =(\m, ).

Si MD= DM alorsvV1<i,j<n,\m, =Am, douV1<i=j<n,m, =0 etainsiM apparait comme
étant diagonale.

3.b

4.a

4.b

la

1b

1.c
2.a

Partie |

“(AP)="(DP) donne'P'A="'D'P puis'PA=D'P car A et D sont des matrices symétriques.
'PPD="'PAP = D'PP donc'PP commute aved) et par suitd PP est diagonale.

P=(p,,),'"P=(p;,) avecp, =p,,.
Par produit matriciel§, = zn:p,i’ipi’k = i:pik :

i=1 i=1
Si aucune colonne d@ n'est nulle alorsvl<fk <n,$, = 0.
Par suiteA est inversible.
Comme'PP=A ona(detPy = detA = (et doncP inversible.
CommeD =P AP avecA inversible, on a ausdd inversible.
ComméPP=A onaP '=A"YP.DeplusAd=PDP " donc
At'=PD'P'=PD 'AT"P.
D t=diag(, ,...1\, ), A =diag(¥s, ... .18, ) donc
DA =diag(I\G, .- INS, ).

PD'A™=(q,,) avecq,, = Lis et
’Y ’ )\.7'6.7'
-1 _ —1A -1t _ _ . /I . pyk‘pjk‘
AP=PDATMP=(b,)) avech, =Y q,p, = —2t.
" ! = =1 A0

Partie 11

En développant selon la premiére colonne :

-1 0 - - 0
-1 2 -1 0
D, =2D, ,+| . .-
0 -1 Z[HI

puis en développant selon la premiére ligne :
D =2D, ,—-D, ,.

(D,) estune suite récurrente linéaire d’ordre 2
SachantD, =2 et D, =3 on obtientD, =n+1.
oui

développer les sinus.



2b

2.c

3.a

3b

3.c

Y%
Posong, = AX, =| :

yﬂ
Pourtout2<i<n—1:y, = —sin(l_l)]m + 2sin thr_ sin(l+1)k7r
n+ n n+1

et de plus cette formule vaut aussi pol eti=n .
Pour toutl<i<n : y, :(2720051(’:—7T )si i

' n+1 n+1
doncY, =AX, =\ X, avec) =2— ZcoskTW1 .

n

AP estla matrice de colonnesX,,...,\ X, .
Pour D =diag(\, ... A, ), PD apour colonnes, X,,...,A X, .
Donc AP =DP.

De plus les coefficients diagonaux de sont deux a deux distincts puisque la fonctionmasest

injective sur[0,] .

=sin ym
Pij n+1

sine sine

n B | e ;o L sinnx] simz
;COSZUI_ R%; gr ]_ Rfezél_em]_ FEe e 200

LA 1 n  Sinnz
S ()= sifpr== (I-cosdzr }=—— cos(+ 1.
() ; p 2;( ? )=2 s 3(+ 1)
. nkm
- o tkm n SInn_|_1 n+1
5 = 2 =Y sin"——=——(-1 =
n+1
car sin"2™ _sir{lm b ]_ 3t sint™_.
n+1 n+1 n+1
. dkm . gk . tkm . gkm
. sin——sin"— . Sin—— sin——
n+l n+1 n+l1l n+1

Le coefficient voulu esE =

cost .



