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Intégration (Segment)
DevoirMaisonN◦17

1

Formule d'Euler-Maclaurin et applications
Dans tout le probléme les fonctions considérées sont de classe C∞

Partie 1 : Polynômes et nombres de Bernoulli .

1. Montrer qu'il existe une et une seule suite de polynômes (Bn)n∈N dans R[X] telle que :

B0 = 1 et pour tout n ≥ 1 : B′
n = nBn−1 et

∫ 1

0
Bn(t)dt = 0.

2. Montrer que Bn est unitaire et de degré n (∀n ∈ N). Déterminer B1, B2 et B3.

3. Montrer que ∀n ∈ N, Bn(t) = (−1)nBn(1− t) pour tout t ∈ R.

4. Montrer que B0(1) = B0(0) = 1 et B1(1) = −B1(0) = 1
2
.

5. Montrer que ∀n ≥ 2, Bn(1) = Bn(0).

6. Pour tout n ∈ N, on pose bn = Bn(0). Montrer que : ∀p ≥ 1, b2p+1 = 0.

Les polynômes Bn s'appellent les polynômes de Bernoulli et les nombres bn s'appellent les nombres

de Bernoulli

Partie 2 : Formule sommatoire d'Euler-Maclaurin .
Soit f une fonction de classe C∞ sur R.

1. Soit m ≥ 1, Montrer que :

f(0) =

∫ 1

0

f(x)dx +
m∑

k=1

bk

k!
f (k−1)(x)|10 + (−1)m+1

∫ 1

0

Bm(x)

m!
f (m)(x)dx (∗)

(Ind. par recurrence sur m, en utilisant des integrations par partie )

2. Pourm ∈ N on dé�nit la fonction B∗
m par : ∀x ∈ R, B∗

m(x) = Bm(x − [x]) (où [x] désigne la
partie entière de x). Montrer que B∗

m est périodique et déterminer sa période.

3. Montrer que pour l ∈ N on a :
∫ l+1

l
f(x)B∗

r (x)dx =
∫ 1

0
f(x + l)B∗

r (x)dx

4. Soit l ∈ N, montrer que :

f(l) =

∫ l+1

l

f(x)dx +
m∑

k=1

bk

k!
f (k−1)(x)|l+1

l + (−1)m+1

∫ l+1

l

B∗
m(x)

m!
f (m)(x)dx

(ind. remplacer f(x) par f(x + l) dans la formule (*))
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5. En déduire que pour a, b ∈ N, et m ≥ 1 on a la formle D'E-M :

b−1∑
k=a

f(k) =

∫ b

a

f(x)dx +
m∑

k=1

bk

k!
f (k−1)(x)|ba + (−1)m+1

∫ b

a

B∗
m(x)

m!
f (m)(x)dx

6. En déduire que ∀m ∈ N∗ on a :

b−1∑
k=a

f(k) =

∫ b

a

f(x)dx +
m∑

k=1

b2k

(2k)!
f (2k−1)(x)|ba −

∫ b

a

B∗
2m(x)

(2m)!
f (2m)(x)dx (E −M)

(ind. utiliser question 6 partie 1)

Partie 3 : Applications .
Dans cette partie on suppose que pour tout r ∈ N∗, f (2r) intégrable sur [1, +∞[ et que ∀k ∈ N,
lim

x→+∞
f (k)(x) = 0.

Dans toute la suite on �xe r ∈ N∗

1. Montrer que la fonction B∗
2r est bornée sur R, en déduire que f (2r)B∗

2r est integrable sur [1, +∞[.

2. Montrer que : lim
n→+∞

∫ +∞

n

f (2r)(x)B∗
2r(x)dx = 0.

3. On pose C(f) =
1

2
f(1)−

r∑
k=1

b2k

(2k)!
f (2k−1)(0)− 1

(2r)!

∫ +∞

1

f (2r)(x)B∗
2r(x)dx.

Soit n ∈ N∗, montrer que :

f(1)+· · ·+f(n) =

∫ n

1

f(x)dx+C(f)+
1

2
f(n)+

r∑
k=1

b2k

(2k)!
f (2k−1)(n)+

1

(2r)!

∫ +∞

n

f (2r)(x)B∗
2r(x)dx

4. Montrer que : C(f) = lim
n→+∞

[
f(1) + · · ·+ f(n)−

∫ n

1

f(x)dx

]
.
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Partie 4 : La somme 1 + 1
2
· · ·+ 1

n
.

Dans cette question on considére la fonction f : x → 1
x
.

1. Calculer les dérivées successives f (k) , k ≥ 1.

2. En déduire que f véri�e les hypothèses de la partie 3.

3. A l'aide de la question 4 partie 3, retrouver un résultat célèbre, comment s'appelle dans ce cas
la contante C(f), qu'on notera γ.

4. Montrer que

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
= ln(n) + γ +

1

2n
−

r∑
k=1

b2k

2k.n2k
+

∫ +∞

n

x−2r−3B∗
2r+1(x)dx

(Ind. appliquer la formule de la question 3 partie 3 à l'ordre r + 1)

5. En déduire que :

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
= ln(n) + γ +

1

2n
−

r∑
k=1

b2k

2k.n2k
+ O

(
1

n2r+2

)
Partie 5 : Formule de Stirling .

Dans cette partie on pose f(x) = ln(x).

1. Calculer les dérivées successives de f , en déduire que pour tout k ∈ N∗, f (k) est intégrable sur
[1, +∞[.

2. Calculer
∫ n

1
ln(x)dx.

3. En appliquant la formule de partie 3 question 3 pour r = 2, montrer que :

ln(n!) = n ln(n)− n + 1 +
1

2
ln(n) + C(f) +

1

12n
+ O

(
1

n3

)
(il su�t de remarquer que b4/4!f (3)(n) + 1/4!

∫ +∞
n

B∗
4(x)f (4)(x)dx = O

(
1
n3

)
)

4. On pose un =
n!en−c

nn+ 1
2

, avec c = 1 + C(f).

Montrer que : ln(un) =
1

12n
+ O

(
1

n3

)
5. Calculer lim un, en déduire que : n! ∼ ecnne−n

√
n.

6. Dans cette question on se propose de déterminer la valeur de la constante c. On pose In =∫ π
2

0

sinn(x)dx.

(a) Montrer que (In) est décroissante, et que nIn = (n− 1)In−2, puis que lim
n→+∞

In+1

In

= 1.

(b) Calculer I2n et I2n+1 (on fera apparître le factoriel.)

(c) Montrer que la suite (n + 1)In+1In est constante, qu'elle est sa valeur. En déduire que

In ∼
√

π

2n
.

(d) Montrer que
π

2
= lim

n→+∞

24n(n!)4

((2n)!)2(2n + 1)
, en déduire que π

2
∼ ne2c

2(2n+1)
∼ e2c

4
.(utiliser question

5)

(e) Montrer alors que c = ln(
√

2π). D'où la formule de Stirling : n! ∼
√

2πn(n/e)n.


