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Séries Numériques
Devoir Maison N°19

Dans tout le probleme, on consideére les suites (H) pen+ et (1) nen+ définies pour tout entier naturel non
nul 7 par :

et up,=H,-Inn

=

n
Hy=)

k=1

Partie I -

1. Etablir pour tout entier naturel k non nul 'encadrement suivant :

1
m <ln(k+1)-In(k) <

|

2. a. Quelle est la limite de la suite (H,) ?

b. En utilisant le résultat de la question 1.1, montrer pour tout entier naturel non nul n 'encadrement
suivant :

1
In(n)+—<H,<In(n)+1
n
c. En déduire un équivalent simple de H;, quand n tend vers +oo.

3. a. En utilisant a nouveau 'encadrement obtenu a la question 1.1, montrer que la suite (u,) est dé-
croissante.

b. En déduire que cette suite est convergente ; on note Y sa limite. Montrer que y appartient a [0, 1].

4. Soit f une fonction de classe 6 sur R*. On pose pour tout entier naturel non nul k :

1 k+1 12 ;
]kziﬁ (l’-k—é) f(t)dl'

a. Etablir pour tout entier naturel non nul k I'égalité suivante :

/ ! k+1
]k:f(k+1; f(k)—f(k+1;+f(k)+ ; f@de

b. En déduire pour tout entier naturel non nul 7 la relation suivante :

n N+ ! _ /1 n n-1
f(k):f() f(n)+f(n) f()+f fdi-Y 1
k=1 2 8 1 k=1

1
5. On suppose dans cette question que la fonction f est définie sur R} par f(x) = —.
x
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a. Etablir pour tout entier naturel non nul k la double inégalité suivante :

k+1 dt
0<sJi < —
Tk fk 13

b. En déduire que la série de terme général J; est convergente.

c. En déduire également, pour tout entier naturel non nul n ’encadrement suivant :

Siesg
0< Y Ji<s—
k=n 8n?

d. En déduire le développement asymptotique suivant :

1 1
H, = N0 +y+—+0 | =
n, Syt (nz)

Partie II -

On considere les suites (x,);>1 et (Vn) =2 définies par :

1
Vnzl,x,,:un—z— et VYnz2, yo,=x,—Xp-1
n

1.  a. Quelle est la limite de la suite (x5);>1 ?

b. Justifier pour tout entier naturel non nul n I’égalité suivante :
+00
Y—Xn= Z Yk
k=n+1
c. En déduire pour tout entier naturel non nul n I’égalité suivante :

1 =2 (1 1 1
—Xp== —+——+2In|1-—
Yo 2k:§+1(k k-1 n( k))
2. Montrer que

1+ ! +21n(1 1) !

k k-1 k) k—+o0 3K3

Pour la derniére question, on va admettre le résultat suivant.

Si Z a, est une série a termes positifs convergente et si b, ~ ay, alors Z by, est également convergente

n—+oo

(ce que I'on sait déja) et

+oo +o0
> bk ~ Y a

k=n+1 T k=n+1

3. En déduire que

1
H, =1 +y+—— +o0|—
n, S Yo O(nz)



ELBILIASY X

Prépas MPSI Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni

[htfp ://elbilia.sup} 2018-2019 [http ://myismail.net}

DEVOIR A LA MAISON N°13 : CORRIGE

Probléme 1 — Un développement asymptotique de la série harmonique (d’aprés ENS BL

2010)

Partie I -

1. Soit k € N*. In est continue sur [k, k+1] et dérivable sur 1k, k+1[ de dérivée t — lt De plus, pour tout ¢ €]k, k+ 11,

2.

4.

1

T % D’apreés I'inégalité des accoissements finis, on a bien

1 1
m <In(k+1)-In(k) < z

a. La série ) ,enr % est une série a termes positifs divergente. Ainsi lim—. yo0 Hy = +00.

b. Soit n € N*. D’apreés la question L1,

| —

n-1 1 n—-1 n-1
Y —— <) In(k+D)-Ink) < )
o k+1 3 k=1

ce qui donne

1
H,-1<In(n)<H,-—
n

On en déduit 'inégalité demandée.

. Pour tout n =2,

1 _Hy _ 1

1+ < <
nln(n) In(n) In(n)

D’apres le théoreme des gendarmes,

i
n—+oo nln(n)
ou encore
H, ~ In(n)

n—+oo

. Soit n e N*. Alors Upyi1 — Up = == —In(n+ 1) +In(n) =0 d’aprés la question El]

n+l
La suite (1) ;=1 est donc décroissante.

1

. PourtoutneN*, u,, =H,,—In(n) = - =0d’apres la question . Ainsi (u#,,) >1 est décroissante et minorée :

elle converge vers un réel y.
Puisque (u),>1 est minorée par 0, Y = 0. De plus, u; =1 et (1)1 est décroissante donc y < 1.

a. Il s’agit d’intégrer deux fois par parties. Soit k € N*.

k+1
1

1\2 ) k+1 1),
Jk=5[(t—k—5) ro| —fk (t—k—g)f(t)dt

! ! k+1 k+1
LD f B (o]
8 2 k k
_ kD=1 flk+ D+ f(R) kel
- 8 2 k

fodt

fodt


http://lgarcin.github.io

ELBILIASY X

Prépas MPS| Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni

[htfp ://elbilia.sup] 2018-2019 [http ://myismail.net]

b. Soit n € N*. En sommant les égalités précédentes pour k variant de 1 & n— 1, on obtient
k+1

-1
Zlk—gZ[f(k+1)—f(k)]——z[f(k+1)+f(k)] Z _ fwar
k=1 =1

On remarque un télescopage dans la premiére somme :
n-1
Y flk+ )=t =f'(m)-f()
k=1

On utilise un changement d’indice dans la seconde somme :

n-1 n-1 n-1
Y fR+fk+D) =) f)+ ) flk+1)= Zf(k)+ Z flo = 2Zf(k) f-fm
k=1 k=1 k=1 =1 k=2
Enfin, la relation de Chasles pour les intégrales montre que
n-1 rk+l n
> f(t)dtzf fndte
k=17k 1

On en déduit alors la relation demandée.

5. a. Remarquons tout d’abord que f est bien de classe €2 sur R* et que pour tout £ € R*, f(t) = %
Soit k € N*. Pour tout t € [k, k+ 1],

<t-k-

12 1
Os(t—k——) <=
2 4

Puisque f” est positive sur [k, k + 1], pour tout ¢ € [k, k+1],

<

N | =
[\?I»—l
DN =

donc

(r k——) ' < f”(t)

23
La croissance de I'intégrale montre alors que
k+1 g¢
(UEJ RS fk 3
b. L’intégrale de la question se calcule aisément de sorte que
ST ER N B
8\k2 (k+1)?2) 8k?

Puisque la série ) ren+ 737 converge, il en est de méme de la série ) peng+ Ji-

8k
c. Soit n € N* et p un entier supérieur ou égal a n. En reprenant la question L5.H,

0< i 1 i 1 1
[t 8k=n k2 (k+1)?

puis, par télescopage,

p 1(1 1
0< > J s—(———)
k;’“ 8 n? (p+1)2

+00 1
0< Jes—

s . . . . s . . 1 *
d. D’apres la question appliquée a la fonction f: x — 7, pour tout n €N

1 1 1 1 n-l
Hy=—+—+-—-—+In(n) +
n= ot ot T (n) k;lk
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En notant S = .7 Jx et Ry, = X7 Ji, ceci s’écrit également

5+l l+S R
Up=—+———+S—
] "T8 2n n? "

D’apres la question 1.3.b, lim,,—. 1o U4, = Y. De plus, (R,) con@e vers 0 (reste d’une série convergente ou
théoréme des gendarmes appliqué au résultat de la question I.5.c). Un passage a la limite donne donc

5
=—+S
Y 8
Ainsi, pour tout n € N*,
1 1
Uup=y+—-—-R
nEY T o T
ou encore
Hy,=Inn)+y+ ! ! R
[ e Y 2n  n? "

La question I.5.c montre que R, = @ (#) On en déduit le développement asymtotique demandé.

Partie II -

[

1. a. Puisque (1) est de limite y d’aprés la question 1.3.b, (x,,) est également de limite y.
b. Soit n € N*. Pour tout entier p = n+ 1, un télescopage donne

p
2: Yk =Xp—Xn

k=n+1

Par passage a la limite lorsque p tend vers +oo

+00
2: Y=Y~ Xn

k=n+1

c. Soit n € N* Pour tout entier k= n+1,

Yk = Xk — Xk-1

1 1
=Hi-In(k) - — -Hy_; +In(k-1
k~In(k) = 2 = He—p +In( )+2(k—1)
_lor o1 +ln(k_1)
Tk 2k 2(k-1) k
1(1 1 1
_1 —+—+21n(1——))
2k k-1 k
On en déduit I’égalité demandée.
2. Tout d’abord
1 1 1
1 % 1_1
k-1 &k -+
_ I, 1
k—>_+ooE +%+ﬁ+0 ﬁ
111 1
k—>_+oo%+ﬁ+ﬁ+0 ﬁ
Ensuite
1n(1—l) S O S i)
k)i—+o k 2k* 3k3 k3
Apreés calcul, on trouve bien
1+ 1+21n(1 1)— 1+(1)
k -1 k) b=+ 3K3 k3
Autrement dit,
1 1 1 1
—+—+21n(1——) L
k -1 k) b=+ 3K3
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3. La série Y ene % est une série 4 termes positifs convergente donc d’apres le résultat admis et la question [[L.1.d,

1 & 1
oo~ 1L
oo 6 S0 K

Or par comparaison a une intégrale,

ou encore

puis par passage a la limite

On en déduit sans peine que

de sorte que

ce qui s’écrit encore

Puisque

+1 k=n+1

p
TR S I
2\(n+12 (p+12) 5k
1 too ]

)3

— < —<
2(n+1)? 5 k3

+00 1 1

>

3 2
k:n+1k n=teo 21

1
n—+oo 1212

Y~ Xn

Yo o T

1

p+1 p p
f ey ig[ at

1(1 1
s_ _—
2 n2 p2

1

2n?

°[52)

1
xnzun——an—ln(n)—ﬁ

2n

on en déduit le développement asymptotique demandé.
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