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Devoir Maison N°5

Théorie des Ensembles
[Mercredi 31 Octobre 2018]

Pavages et clans (Niveau 3)
Rappels

Soit E' un ensemble, et soit (A;);c; une famille quelconque de parties de E.

On rappelle que |J A, ={z € E,Jiel,x € A} et que A, ={z € EViel,xec A}

iel i€l

Soit (A, )n>0 une suite de parties de E.
— On dit que cette suite est croissante si: Vn € N, A, C A,iq.

— On dit qu’elle est décroissante si : Vn € NJ A, D A,y1.

Premiere Partie
Soit E' un ensemble quelconque. Soit P une partie de P(E).

{AUBGP

On dit que P est un pavage si : V (A, B) € P?,
( ANBeP

On dit que le pavage P est achevé si :

— Pour toute suite (A, ),>o croissante d’éléments de P, |J A, est encore un élément de P.
n>0

— Pour toute suite (A,),>0 décroissante d’éléments de P, [ A, est encore un élément de P.
n=0

1. Vérifier que () et P(FE) sont des pavages achevés de E. [S]
2. Donner tous les pavages de E quand E = (), ou E = {a}, ou E = {a,b} [S].
3. Dans cette question, on suppose que E est un ensemble fini.

Soit (A,)n=0 une suite croissante (ou décroissante) de parties de E.

(a) Montrer que la suite (A, ),>o est stationnaire.

Autrement dit, il existe un entier p tel que, pour tout n > p, A, = A,. [S]
(b) En déduire que tout pavage de E est achevé. [S]
4. Soient Py et Py deux pavages de F.
(a) L’union P; U P, est-elle un pavage de E7 [S]
(b) L’intersection Py NPy est-elle un pavage de E'? [S]
5. Soit P un pavage de E.
(a) Montrer que la famille des pavages achevés de E qui contiennent P est non vide.
On note P lintersection de tous les pavages de cette famille. [S]
(b) Montrer que P est lui-méme un pavage achevé contenant P. [S]
(¢) Réciproquement, montrer que si un pavage achevé contient P, alors il contient P

P est donc, au sens de l'inclusion, le plus petit pavage achevé contenant P.

On dit que Pest le pavage achevé engendré par P. [S]
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(d) A quelle condition a-t-on P =P ? [S]

6. Soit P un pavage de E. On note P,, ={B C E,YA€ P,BNA¢€ P}.
(a) Montrer que P, est un pavage de FE qui contient P. [S]

(b) Montrer que si P est achevé, alors P, est achevé. [S]
Deuxieme Partie

Rappel : on note Fle complémentaire dans E d’une partie F' quelconque de F.
On dit qu'un pavage P de E est un clan si : V (A4, B) € P? A NnBeP.

1. Vérifier que () et P(E) sont des clans de E. [S]
2. Donner tous les clans de E quand E = (), ou E = {a}, ou E = {a, b} [S].
3. Montrer que si P est un clan de E alors P, est un clan de E. [S]
4. On se donne un clan P de E. On veut montrer que Pest un clan de E.
(a) Soit A une partie de E. On note £4 = {B C E, AN B € P}.
Montrer que est £4 est un pavage de E. [S]

(b) Prouver que le pavage €4 est achevé. [S]
(¢) En déduire que si A appartient & P, alors P est inclus dans £4. [S]

(d) Soit B une partie de E. On note Fz = {A C E,AN B € P}.

Montrer que est Fp est un pavage achevé de E. [S]

(e) En déduire que si B appartient a 73, alors P est inclus dans Fp. [S]
(f) Conclure. [S]

s

.u,.l

rlf
E

Exenple de pavages
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Corrigé du probleme

Premiere Partie

AUBeP

1. — Si P = (), l'assertion (A, B) € P? = { est vraie, tout simplement parce que le

ANBePp

prédicat (A, B) € P? est toujours faux (en effet I'ensemble P? est vide.)

Donc () est un pavage de E.

AUBeP
ANBeP

— Si P = P(E), l'assertion (A, B) € P? = { est toujours vraie.

P(E) est donc également un pavage de E.

2. — Si E = 0. Dans ce cas P(E) = {0}.

3.

Les pavages de E sont P = () et P = P(E), c’est-a-dire les deux seules parties de P(F).
~ Si E = {a}. Dans ce cas P(E) = {0, {a}}.
Les pavages de E sont P =0, P = {0}, P = {{a}}, et P = P(E).
Autrement dit, les quatres parties possibles de P(FE) sont des pavages de E.
—~ Si E={a,b}:
Dans ce cas P(E) = {0, {a}, {b},{a,b}}. Les pavages de E sont :
P=0 P = {0} P = {{a}} P = {{b}}
P = {{a,b}} P ={0,{a}} P ={0,{b}} P ={0,{a,b}}

P = {{a}7 {a7 b}} P = {{b}= {CL7 b}} P = {®7 {CL}, {CL, b}} P = {@, {b}> {CL, b}}
P —P(E)

On remarque que les seules parties de P(F) qui ne sont pas des pavages de E sont :

{{a}. {03}, {{a}, {0}, {a,0}}, et {0,{a} {b}}

(a) Soit (A,)n=0 une suite croissante de parties de E.

Supposons par ’absurde que cette suite ne soit pas stationnaire.
En particulier, il existe un entier ny tel que Ag C A,,.

On peut donc choisir un élément a; dans A, \ A.

De méme, il existe un entier ny > n; tel que A, C A,,.

On peut alors choisir un élément as dans A,, \ A4,,.

L’étape suivante donne n3 > ny tel que A,,, C A,, et un élément az dans A, \ A,,.

=

On peut alors itérer indéfiniment ce procédé et construire une suite strictement croissante
0 < ny < ng < --- d’entiers naturels et une suite d’éléments a;, de E distincts deux a
deux par construction.

On arrive ainsi & une absurdité car I’ensemble E est fini.
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Conclusion : toute suite croissante de parties de E est stationnaire.

La démonstration est évidemment analogue pour ce qui est des suites décroissantes de par-
ties de F (on pourrait également utiliser un passage au complémentaire pour transformer
la suite décroissante en une suite croissante.) [Q ]

Soit (A,)n>0 une suite croissante (ou décroissante) de parties de E.
On sait que la suite (A,,),>0 est stationnaire : 3p € N,Vn > p, A, = A,.

Dans ces conditions |J A, = A, et () A, = A, sont encore des éléments de P.
n>0 n=0

Ainsi, tout pavage de E est un pavage achevé. [Q ]
La réponse est non en général. En effet, supposons par exemple F = {a,b}.
Alors Py = {{a}} et Py = {{b}} sont des pavages, mais pas P; U Py = {{a}, {b}}. [Q]
La réponse est oui. Soient E un ensemble et Py, Py deux pavages de F.
Montrons que l'intersection P = P; NP, est un pavage de E.
Soient A et B deux éléments de P, donc des éléments de P; et de Ps.
Puisque P; est un pavage, AU B et AN B sont éléments de P;.
Pour la méme raison, ils sont dans P5 et finalement dans P = P; N Ps.
Conclusion : P; NPy est un pavage. [Q]
On sait que P(F) lui-méme est un pavage de E, et il est évidemment achevé.
Il contient bien str le pavage P. Ainsi ’ensemble des pavages achevés contenant P est
non vide puisque P(FE) en est un représentant. [Q]
Il faut montrer que P est un pavage, et que ce pavage est achevé.
Notons Ap 'ensemble des pavages achevés de E qui contiennent P.
La question précédente a montré que Ap # ) : plus précisément P(E) € Ap.
— Soient A et B deux parties quelconques de F, toutes deux éléments de P,
Il faut montrer que AU B et AN B sont encore des éléments de P
Soit @ un pavage achevé quelconque contenant P (c’est-a-dire un élément de Ap).
Par définition de /75, on a l'inclusion P C Q.

Les ensembles A et B sont donc des éléments de Q. Puisque celui-ci est un pavage,
AU B et AN B sont encore éléments de Q.

Ainsi AUB et AN B sont éléments de tout pavage achevé de E contenant P, c¢’est-a-dire
de tout élément de Ap.

Les ensembles AUB et ANB sont donc éléments de 'intersection de tous les éléments
de Ap c’est-a-dire éléments de P.

Ainsi P est un pavage de E. Remarque : cette démonstration généralise celle qui a été
vue dans la question précédente, et on peut finalement annoncer qu'une intersection
quelconque de pavages est un pavage.

— Soit (A, )n=0 une suite croissante de parties de E, toutes éléments de P
Si Q est un pavage achevé de E contenant P, les A,, sont éléments de Q.

Il en découle, par définition d'un pavage achevé, que (J A, est élément de Q.
n=0
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()

Alinsi cette réunion est élément de tous les pavages achevés Q contenant P, donc élément
de l'intersection P de ceux-ci.

On procederait de méme pour traiter le cas des suites (A,,),>o décroissantes.

Conclusion : le pavage P est achevé.
[Q]
Soit @ un pavage achevé contenant P.
Avec les notations précédentes, Q appartient a Ap.

Puisque P est Uintersection de tous les éléments de Ap, il est contenu dans chacun d’eux,
donc en particulier dans Q.

Ainsi Pest le plus petit, au sens de I'inclusion, des pavages achevés contenant P. [Q ]

SiP = 73, alors P est lui-méme un pavage achevé.

Réciproquement, si P est un pavage achevé, il est bien évidemment le plus petit, au sens
de l'inclusion, des pavages achevés contenant P : il est donc égal a P.

Conclusion : P = P'si et seulement si le pavage P est achevé. [Q]

Tout d’abord P,, est bien une partie de P(E).

Soient X, Y deux éléments de P,,.

Montrons que X UY et X NY sont dans P,,.

Pour cela, on se donne un élément quelconque B de P.

Ona (XUY)NB=(XNB)u(YNB)et (XNY)NB=XN(Y NB).
Par définition de P,,, les ensembles X N B et Y N B sont éléments de P.
Celui-ci étant un pavage, la réunion (X N B) U (Y N B) est dans P.

YNnBeP
De méme =XN{YNB)eP.

X € P
Ainsi, pour tout élément B de P, (X UY)N B et (XNY)N B sont dans P.
Cela signifie que X UY et X NY sont dans P,,.

D’autre part, pour tout B de P,ona:VA e P, BNAe€ P. cela signifie que les éléments
B de P sont aussi éléments de P,,. Autrement dit P est inclus dans P,,.

Conclusion : I'ensemble P, est un pavage contenant P. [Q]

On suppose maintenant que P est achevé.
Montrons que P, est achevé.
Soit (A, )n>0 une suite croissante, pour I'inclusion, d’éléments de P,,.

Il faut prouver que J A, est encore dans P,,. Fixons B dans P.
n=0

11 suffit de vérifier que BN (|J A,) est dans P. Or BN (U 4,) = U (BN A,).

n=0 n=0 n>0

Pour chaque entier n, 'ensemble B N A,, est élément de P (définition de P,,.)
De plus la suite des B, = BN A,, est croissante pour l'inclusion.

En effet, pour tout n de N, on a I'implication A, C A,,.1 = B, C B,.1.
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On en déduit que |J (BN A,) est élément de P (car P est achevé.)

n=0

Ainsi |J A, est un élément de P,,.

n=0

On procederait de méme avec des intersections de suites décroissantes pour l'inclusion.

Conclusion : si le pavage P est achevé, il en est de méme du pavage P,,. [Q]

Deuxieme Partie

1. On sait que () et P(E) sont des pavages de E.

Que 'on note P = () ou P = P(E), 'implication (4, B) € P* = AN B € P est évidente (et
dans le cas P = ) c’est parce que Passertion (A4, B) € P? est fausse...)

Conclusion : () et P(E) sont des clans de E. [Q]

2. Dans la question 2 de la premiere partie, on a trouvé les pavages de E.

Il suffit donc d’éliminer les pavages qui ne sont pas des clans.
— Si E = 0. Dans ce cas P(E) = {0}.

Les clans de F sont P = et P = P(E).
~ Si E = {a}. Dans ce cas P(E) = {0, {a}}.

Les clans de E sont P =0, P = {0}, et P = P(E).

— Si E = {a,b}. Dans ce cas P(E) = {0, {a}, {b},{a,b}}. Les clans E sont :

P=0 P = {0} P ={0.{a}}
P={0,{b}} P={0{a,b}} P=P(E)
[Q]

3. Soit P un clan de E. On sait déja que P,, est un pavage.
Il reste & prouver 'implication : (X,Y) € P,, = X N Y €P,.
On se donne donc deux éléments quelconques de X et Y de P,,.
Soit A un élément de P. 11 faut prouver que (X N Y) N A appartient a P.
Or (Xﬂ?) NA=YNB, ot B=XnNA est un élément de P.
D’autre part BN'Y = BN (Y U B) = BN (Y N B).
L’ensemble Y N B est dans P car Y est dans P, et B est dans P.
Puisque P est un clan, l'intersection B N (Y—ﬂB) est un élément de P.

Ainsi X N'Y est dans P,,. On en déduit que Py, est un clan. [Q]
4. (a) On commence par prouver que 4 est un pavage de F.
Pour cela, on se donne deux éléments X et Y de E4.

Il s’agit de prouver que X UY et X NY sont encore des éléments de 4.
~Ona:AN(XUY)=ANXNY=(AnX)n(AnY).
Par définition de £4, les ensembles A N X et AN Y sont éléments de P.

Il en est donc de méme de leur intersection, puisque P est un pavage.

On en déduit que X UY est un élément de E4.
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~Ona:AN(XNY)=AN(XUY)=(AnX)u(AnY).

Comme précédemment, les ensembles A N X et ANY sont dans P.

Il en est de méme de leur réunion, puisque P est un pavage.

On en déduit que X NY est un élément de £4.

On a donc prouvé que £, est un pavage de E. [Q]

(b) Il faut maintenant prouver que £, est stable par passage a la réunion dans une suite
croissante, et par passage a l'intersection dans une suite décroissante.

— Soit (Bp)n=0 une suite croissante d’éléments de €4, et B = |J B,.
n=0

11 faut prouver AN B € P. Or AﬂEzAﬂ(ﬂE) = N(AN B,).
n=0

n=0
Pour chaque entier n, I’ensemble A N E est un élément de P.
D’autre part, la suite des 4, = AN E est décroissante pour l'inclusion.

Puisque P est achevé, il en résulte que [ (AN E) est un élément de P,
n=0

Ainsi B = |J B, est un élément de E,4.

n=0

— Soit (Bp)n=0 une suite décroissante de parties de €4, et B = (] B,.

n=0
Il faut prouver que A N B est dans P.
OrAn B=An(U B,) = U(AN By,).

n>=0 n=0
Les AN B, forment une suite croissante d’éléments de P.

Puisque P est achevé, leur réunion |J (AN E) est donc dans P.

n=0

Ainsi B = () B, est un élément de E4.

n>0
Conclusion : le pavage €4 est achevé. [Q]
(¢) On suppose donc que A est un élément de P.
Puisque P est un clan, tout élément B de P vérifie AN BeP.
Et puisque P est inclus dans 73, ona AN B e 73, c’est-a-dire B € £4.
On en déduit que le pavage P est inclus dans le pavage achevé 4.
Or P est, au sens de l'inclusion, le plus petit des pavages achevés contenant P.
11 en résulte 'inclusion P C Ey4. [Q]
(d) Tl s’agit d’une question analogue aux questions (a) et (b).
— Soient X,Y dans Fp. Montrons que X UY et X NY sont dans Fp.

Ona: (XUY)NB=(XNBU{YNB)et(XNY)N B= (XN B)N(YN B).
Par définition de Fp, les ensembles (X N B) et (Y N B) sont dans P
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Il en est donc de méme de leur réunion et de leur intersection, car P est un pavage.
Ainsi X UY et X NY sont dans Fp : celui-ci est donc un pavage de F.

— Soit (A, )n>0 une suite croissante de parties de Fp, et A = |J A,.
n>=0

Il faut prouver A est dans Fp, c’est-a-dire que AN B est dans P.
OrAn B=(JA4,) N B= U (4,n B).

n=0 n>0
Les A, N B forment une suite croissante d’éléments de P.

Puisque P est achevé, leur union est dans P.

Ainsi A est un élément de Fp.

— Soit (A,)n=0 une suite décroissante de parties de Fp, et A = () A,.

n=0
Il faut prouver A est dans Fg, c¢’est-a-dire que AN B est dans P.
Or AN B= (N 4,) N B=(4.n B).

n=0 n>0
Les A,, N B forment une suite décroissante d’éléments de P.

Puisque P est achevé, leur intersection est dans P.

Ainsi A est un élément de Fp.

— Conclusion : Fp est un pavage achevé de F.

Q] )
On suppose donc que B est un élément de P. Montrons I'inclusion P C Fpg.
Pour cela, on se donne un élément quelconque A de P.
On sait d’apres la question (b) que P est inclus dans € A
Autrement dit, I’élément B de Pvérifie AN B € P.
Un autre facon d’interpréter cette égalité est de dire que A est dans Fp.
Ainsi P est inclus dans le pavage achevé Fg.
Mais P est le plus petit, pour I'inclusion, des pavages achevés contenant P.

11 en résulte Iinclusion P C Fg. [Q]

On se donne deux éléments A et B de P.
On sait que P est inclus dans le pavage achevé Fg. Donc A € Fp.

On en déduit que AN B est dans %, ce qui prouve que P est un clan. [Q]

Page 8


www.mathprepa.fr

