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Devoir Maison N°8

Suites Numériques

(29 Novembre 2018

Moyenne arithmético-géometrique

Préliminaire .
Soit {:R™ =R une fonction croissante telle q%@ soit décroissante.

. X
Montrer que/ est continue SUR ™.

(indice : on rappelle qu'une fonction réelle mom@aéfinie sur un intervalle admet en tout poitdrieur a cet
intervalle une limite & droite et une limite a gae@ue I'on peut comparer a la valeur de la fonctio ce point.)

Partie |

Soita eth deux réels positifs ou nuls.

U :wm U
S . . , . ) U =a n+l non
On définit deux suites de réels positifs ) et (v ) par: |" et, pour toutn €1
U= M

n+l 2

1. Déterminer ces deux suites ainsi que leursasroians les cas suivants

la a=b.
1b a«=0etheR" quelconque.

2. Onrevient au cas genéral et on se proposentiiegaie (u,) et (v ) convergent vers une méme lin

2.a  Montrer que, pourtout>1, u <v,, u <u_, etv , <v,.

2.0 Etablir que, pourtout >1, 0<y, —u, gvl;_lul.
Zn

2.c  Conclure.
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La limite commune a ces deux suites est appeldemnne arithmético-géometrique deet b .
Celle-ci sera desormais notée (a,b) .

2.d  DonnerM(a,a) et M(0,b) pouracR" etbeR".
Dans la suite de ce probleme, nous pourrons noterb) et v (a,b) les suites précédentes.

3. Onse propose d'établir quelques propriétéssitie la fonctior{a,b) — M(a,b).
3.a  Montrer queva,be R* , M(b,a)=M(,b).
3.b  Montrer queva,b eR" ,YAER" M(Ma,\b)= M ).

3.c  Montrer queva,bc R" M \/7a+b
3.d MontrerqueVabeR*f<Mab il

Partie Il
On considére ici la fonctiorf définie sur|0,+oc| par f(z) = M(Lz).
1. Donnerf(0) et f(1).

2. On désire établir la croissance de la fonctfan
Pour cela on considée@< z <y deux réels.

2.a  Montrer que, pour toute N, v (Lz)<u, (Ly) etv, (Lz)<v, Ly).
2.b  Conclure.

3. On étudie ici la continuité d¢ sur R*.
1

3.a  Montrer quevz > 0,f(x)= ;z:.f[—] .
Zz

3.b  En exploitant le préliminaire, montrer qyieest continue suR™ .

2JE‘

1+z

1+z
2

3.c  Montrer quevz >0, f(x)= f

3.d  Endéduire qug est continue en 0.
4, On étudie ici le comportement geen +oc.

4.a MontrerquédxeR*f<f(m)<1;$

4.b  Etudier la limite def en +oo.
Préciser la branche infinie dé en +oo.

z+1

5. Représenter sur un méme graphe les allureodesdnsz — f(z),z — Jr etz

6. En exploitant I'encadrement du I1.4.a, étudéedérivabilité def en 0 et en 1.
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Corrigé

Préliminaire
Pour touta 6}0,4—00[, la croissance d¢ assure I'existence dém f(z) et donnelim f(z) > f(a) . D'autre
part la décroissance dzsa—>M assure I'existenckm —— f( ) et donnelim —= f(x) f(a)

I I*Hl I"a+
sur les limiteslim ——= f( ) 1I|m f(z) etla comparaison précédente fOUI’hIItl f(z) < f(a) (cara>0). Par

z—a’ a r—a"

. De plus par opération

double inégalité .I|m+ f(z) = f(a) etdoncf est continue a droite en. De méme, on obtient la continuité a

gauche def ena .

Partie |

l.a Les suites sont constante égales a la valeamooea = b . La limite de celles-ci est encore cette valeur.

1.b  Par récurrence, on vérifie aisément gue=0 et v, = pour toutn € N. Ces deux suites convergent

vers 0.
. T+y . . .
2.a  Puisque,b>0 et quevz,y >0, — et\/zy existent et sont positifs, on peut assurer I'exise des
suites(u,) et (v,) et affirmer leur positivité.

Il est connu que pour touth € R : 2ab < a®+b* et donc pour tout,y € R" : /zy < > ty . Par suite

* — un—l +vn—l _ H _ _ un + Un
vn € N ’ un - un—lvn—l S T - 'U” ’ pUIS un+1 - unvn Z un et anrl - T g vn .

1
2b (UrHrl - un+l) _E(Un - un) = un - un+l S O dOﬂC vn+l n+l — (U )

Par récurrence, —u, < 12 pour toutn >1.

2.c  Parles resultats précédents, on peut affifmgy,., croissante(v,),., décroissante et

nllm%(v —u,)=0. Les suitequ,) et (v,) sont donc adjacentes :;:)artir durang 1 et cgewtidonc
vers une méme limite.

2.d  Par les résultats obtenus en 1.a et WM(a,a) =a et M(0,6)=0

3.a Onobserve pout >1 : u (a,b)=u, (b,a) ety (a,b)=v,(b,a) donc M(a,b)=M(b,a).

3.b Onobserve pout >0 : u, (Aa,A\b)=Au, (a,b) etv (\a,\b)=Av,(a,b) donc M(Aa,\b)=AM(a,b).

3.c  Onobserve, powr >0 : u, ,(a,b)=1u, (@,a;b ala,b)=v, (@'a_;rb) donc

Ma,b) = M(ab, 220y

3.d Par le théoréme des suites adjacentes, oraffeater que deux suites adjacentes encadrentrsizli
Ansi uy(a,b) < M(a,b) < v,(a,b) i.e. Va,b e R Nab < M(a,b) < 222

Partie Il

1. fO)=0et f)=1
2.a  Par une récurrence facile.
2.b  Parpassage ala limifgx) < f(y) . Ainsi f est croissante.
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3a  f(z)=M(@Qz)=2M (E A)=zM (1,E )=1zf (z ) obtenue en exploitant I.3.a et 1.3.b
HA T

. 1 L "
3.b  Par compositiony — f(=) est décroissante dom@ est décroissante.
HA HA

Par le préliminaire, on peut affirmer qufeest continue su}0,+oo[.

. Az alz

_1+J;
g Lz

2

Lz

M
2

3.0 f(x):M(Lx):M[”Tx Nz

3.d Lafonctionf est positive et croissante dofim f(z) existe.

10"

En passant la relation du 11.3.c a la limite quang: 0", on obtientlim f(z) :%Iim f(z) etdonc
0" =0

Iirgf(g:) =0=f(0). Ainsi f est continue en 0.

4a Parl3dyz SM(l,:z:)gHTx etdoncvz e Rz < f(z) SHT‘T ,

4b  Par comparaisoim f(z) =+o0.

=400

o) _ f(/z)———f(0)= 0 donc { admet une branche parabolique horizontale.
Z

I—+00

5. Faire une figure...

6 Pourh >0 : “1+h_1<f(1+h)_f(1)<—1donc lim w:—l
' b T R T2 T h 2
Pourh <0 : ng(Hh)_f(l)g “1+h_1donc Iimw:—l.
2 h h 0 h 2

f estdérivable en 1 et (1):%.



