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Vendredi 05 O.ctobre 2018 e ,
Devoir Survéillé 1

Logie-Sommes-Complexes

[Durée : 2 heure]

[Documents & Calculatrices interdits]

Exercice 1 (Niveau 1) : Donner les négations de

(a) Ve e] — 1,1,y €] — 1,1,y < =.

(b) Vx € [0, +o0], 22 = x = 0.

(c) Ve e R, [(Ve >0,|zx|<e) = (x =0)].

Exercice 2 (Une somme classique par récurrence) Démontrer par récurrence que pour
tout n € N*, on a :

Exercice 3 (Niveau 2) Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

n 1 n—1 n 2'2
1. .9 —1)* 3k 3. .
D D 1

1<i<j<n J

Exercice 4 (Niveau 2) Soit n € N*,

2 (e (E)-em(2)

k=1

1. Simplifier la somme

2. En déduire la valeur de la somme

i<_1)k<2nlj—l>.
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Exercice 5 (Niveau 3) Soit n € N*.

1. Démontrer a l'aide de la formule du binome de Newton que 4" > (2;:)

2. Un résultat de croissance

(a) Démontrer que pour k € [1,n], on a:

n\ n-k+1{ n
Ko ok \k-1)
(b) En déduire que pour tout entier k compris entre 1 et 7, ona:
m [
k k-1)

Comparer de méme sans justifier, les nombres (Z) et (
entre 5 et n — 1.

n

: +1> pour k entier compris

3. Soit k € [0,2n], comparer (21?) et (?), en déduire que (2”) > 2311.

n

Nous venons donc de montrer I'encadrement suivant :

4 2
Vne N, <
n+1 n
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Exercice 6 (Niveau 1-2)Les trois questions sont indépendantes.

1 OnposeZ:M
' 1—1

(a) Donner Pécriture algébrique de Z.

(b) Donner une écriture exponentielle de Z.

(c) Déduire des deux questions précédentes les valeurs exactes de cos {5 et sin 75.

2. Calculer les intégrales suivantes :

3 2
/ cos’rdr et / sin(z) cos(2z) dz.
0 0
3. Déterminer des réels a,b, A, B tels que :
Vo € R, cos®(z) = Acos(az) + B cos(bz).

On pourra développer (e'® +e~%)3

Exercice 7 (Niveau 4 : Facultatif)

L’objectif de 'exercice est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 1 Soit n € N* et x1,x9,...,x, des réels strictement positifs. Alors on a

n

Le réel — E x est la moyenne arithmétique de x1,...,x,, et le réel "
n
k=1

géométrique de x1,...,x,.

n
H x est appelé moyenne
k=1

1. Démontrer I'inégalité pour n = 2.

9. Cas général : on note m la moyenne arithmétique de z1,...,z,.

Simplifier la somme 22:1 (%’“ - 1), puis conclure (on pourra utiliser librement I'inégalité clas-

sique suivante : pour tout > 0, on a In(z) < = — 1 ou In désigne la fonction logarithme
népérien).



