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Corrigé

ﬁ Probleme 3 : Suites Numériques I

Partie Il :

1. Etude préliminaire :

(a) On pose (Hy) : u, > 1.

Initialisation : (Hy) est vraie car ug =2 > 1.

Hérédité : Supposons que (H,) est vraie i.e. "

+ 2uy, Up — 1
O —1= —-1=
18 Unt1 24 uy, 24 uy,

donc (Hy+1) est vraie.

Up, " et démontrons (H,41) ie. " uppq =1 ",

>1
avec up, —1>20et 24w, 20donc upt+1 —1 20 upy; > 1

Conclusion : Vn > 0, (H,) est vraie i.e. Vn 20, u, > 1.

142 1+21 1+ 2]

(b) Si u, — [ alors u,41 — [ et 215: — ;:_l doncl:%@214—[2:1—{—2[@[2:1@1:1
ou ! = —1. On sait en outre, que Vn > 0, wu, > 1 donc ! > 1. Ainsi, si la suite (u,)n>0 converge,
elle converge vers 1.

2. Premiére méthode :
14 2u, 1
n -1 B n - 1 1 n 1 1 . .
(a) vpy1 = Zni 1 = 12:27”;"71 o = 312% T3 = gzn 1 = gvn donc v est une suite géométrique de
24+ u,
. 1
raison —.
3
1 1. 2—-1 1
(b) v, = (g)”vo = (g)”m = (g)"ﬂ. On en déduit que
1_|_ (7)71-&-1
Up — 1 1 1 1 1
n _ n+1 _ n+1 n+1ly __ n+1 _ 3
= (= S (up—1) = (2 nt1l) S u(1-(2 =14+(2 S Uy = —F5—.
= ()" (= 1) = () +1) (L= (") = 14 ()" e —
- ()
3
. . 1t
(¢) On sait que hIJIrl (g)’”' = 0 donc u, — 1.
3. Deuxiéme méthode :
142 —22+1 1-— 1
(a) f(z) = 2_:_; —x= ;_’_—; = ( ;i_( ;— z) donc on obtient aisément le tableau de signe de f.
x —00 -2 -1 1 +00
1—x + L+ [ +]0]=
I+ -1 =10 [ +]|[+
2+ -0+ 1 | +]1]+
f(z) =10 ]J+]0]~-

(b) wpg1—up = f(up) —u, et Vo =20, w, = 1donc f(u,)—u, < 0= uyt1 —u, < 0. Lasuite (un)n>0
est donc décroissante.

(c) La suite u est décroissante et minorée par 1 donc elle converge vers une limite [ telle que [ > 1. En

1421

outre, sa limite [ vérifie ’équation [ = i

<& 1 =1oul = —1 donc la suite u converge vers 1.
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ﬁ Exercices Application de Cours I

Exercice 2 :

Q1
(1) = (ii): soit y € E. Puisque fo f = f, f(y) = f(f(y)) Or f est injective, donc y = f(y). Posons
= f(y),onay= f(z).
(i) = (i) : soient (w1,m2) € E? tels que f(x1) = f(z2). Comme f est surjective, il existe (z},25) € E?
tels que z1 = f(a}) et w2 = f(a4). On a donc f(f(})) = f(f(a%)). Puisque fo f = f, on

en tire que f(a}) = f(xh) c’est a dire z1 = x2.

C: soit y € f(A). Par définition de I'image directe, 3z € A tel que y = f(x). Comme fo f = f,
y = f(f(z)). Posons z = f(z). On a € A avec z = f(z), et donc z € f(A) (définition de
'image directe). Puisque y = f(z) avec z € f(A), on en déduit que y € f(f(A)) (définition
de I'image directe).

D: soit z € f(f(A)) Par définition de 'image directe, Jy € f(A) tel que z = f(y). Comme
y € f(A), Iz € A tel que y = f(z) (définition de I'image directe). Alors z = f(f(x)) =
fof(z). Mais puisque fof = f,onaz= f(z). Comme z = f(x) avec z € A, on en déduit

que z € f(A) (définition de I'image directe).

C: soit = € f’l(f*I(A)). Par définition de I'image réciproque, on a f(z) € f~!(A). Par
définition de I'image réciproque, on a donc f(f(z)) € A. Mais comme fo f = f, on en tire
que f(z) € A, c’est & dire x € f~1(A) (définition de I'image réciproque).

D: soit € f1(A). Par définition de I'image réciproque, f(x) € A. Puisque fo f = f, on
en tire que f(f(x)) = f(x) € A. Par conséquent, f(x) € f~1(A) (définition de I'image
réciproque) et ensuite z € f~1(f~1(A)) (définition de 'image réciproque).

Exercice 3 :

Question 1 :
On constate que la suite u est arithmético-géométrique puisque Vn € N, w11 = §u" + 3 Nous allons alors expliciter u,
1 1
en fonction de n selon la méthode classique. Soit L € R tel que L = =L + 3 & gL =3 & L=1.
On considére la suite v définie par Vn € N, v, =u, — 1. On a alors
2 1 2 2 2 2
Vn €N, vn+1:un+1—1:§un—|—§—1:gun—§:§(un—1):§vn.

2
On en déduit que la suite v est géométrique de raison 3 donc

2 2 2
EN, v =(3) 0 & un —1=(3)" (w0 ~1) & un =14 (5)" (o~ 1)

ce qui permet d’écrire:
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Question 2 :

On constate que la suite u est récurrente linéaire du second ordre & coefficients constants. Nous allons alors expliciter u,, en
fonction de n.

2
La suite v admet comme polynéme caractéristique 322 — 5z + 2 dont les racines sont 3 et 1. Par conséquent, il existe deux
constantes réelles a et 3 telle que

2 2
vneN, u,= a(g)" +08x1" = a(g)" + 3.

Pour déterminer « et 3, il suffit d’utiliser les conditions initiales.

A2)0+ 8 = uo atf=2 atf=2 fa=-3

2
donc Vn € N, wu, = 73(§)” + 5.

2004 2004 D) 2004 2 2004 2 9 2
S o= Y {—3(3)‘“ + 5] =-3 Z(g)k +> 5=-3 ((3)2 + (§)3 ot (3)2OO4> +5(2004 — 2+ 1)
k=2 k=2 k=2 k=2
2 2 2 g 1=y
= 3E2(1+E) 4+ (5)202) 15 %2003 =—- x —3 4+ 10015
3 3 3 3 L2
3

2 2
= —4(1—(3)™%) + 6015 = 6011 +4(3)*"

Question 3 :

1. La suite u neN wu,=an + E ssi
Vn € N, upyo—2uUpy1+u, =3n-—1
& [an+2?+b(n+2)%] —2[a(n+1)> +b(n + 1)?] + [an® + bn®] = 3n — 1 (puis on développe)
& [a(n®+6n® + 12n + 8) + b(n® + 4n + 4)] — 2 [a(n® + 3n® + 3n + 1) + b(n® + 2n + 1)] + [an® + n?] =3n — 1
on regroupe ensuite les différentes puissances de n
& n*(a—2a+a)+n?*6a+b—6a—2b+b)+n(12a + 4b — 6a — 4b) + (8a + 4b — 2a — 2b) = 3n — 1

1
6a = 3 @{ a=s

2b) = -1
& ban+t (6CL + b) 3n principe d’ﬁ;;ntiﬁcation { 6a +2b=—1 b= -2

1
Par conséquent, la suite u vérifie (F) ssi Vn € N,  w, = in?’ — 2n2.
2. Pour tout entier naturel n, on a :

Zn42 — 2Zn+1 +2zn = (wn+2 - un+2) - Q(wn+l - un+1) + (wn - Un) = (wn+2 - 2'wn+1 + wn) - (un+2 - 2un+1 + un) =0

=3n—1 par définition =3n—1 par construction

donc la suite z est bien récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants. Son polynéme caractéristique est 22 —2x+1
qui admet une unique racine z = 1. Par conséquent, il existe deux réels a et 5 tels que

VneN, z,=(an+8)1"=an+p

Puisque nous connaissons la forme de z ainsi que la forme de u, nous en déduisson la forme de w

1
YneN, w,=u,+z,= §n3 —2n% +an+ B, ou «, 8 sont deux réels
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Problemes Corrigés

: Ensembles et Application
ITEREES D’'UNE APPLICATION D’UN ENSEMBLE FINI

ﬁ Probléme 1

Premiere partie : étude de trois exemples

1. L’application f n’est pas bijective car par exemple f(5) =
=9(8).
L’application h est bijective (tout élément de Fyy possede un antécédent unique).

1 23456 7 8 9 10
4 10 5 2/

f(6).

Il en est de méme pour g car par exemple g(6)

On trouve sa bijection réciproque h™! =
9 8 7 3 1 6

2. On trouve successivement :

. Légalité f& =

f2_12345678910 f3—1 3 5 6 7 8 9 10
~\7 7946 6 387 9 ~\9 4 8 3
f4:12 4 8 9 10 f5:123 5 10
3 3 4 8 3 7 779 9
f6:12345 8 9 10 f7:123 5 6 8 10
9 9 3 4 6 8 9 3 3 6 4 9 8 3 7

2
7

3
9

4
4

On constate que les applications Id, f, ..

En posant k = m + 2, il revient au méme d’écrire : fF+6 =

7

f? donne, pour tout m de N : fmof8 =

., f7 sont distinctes, mais que f® = f2.

fmof? c’est-a-dire fm+8 = fm+2

f* pour tout entier k >

La suite des ( fk) k>0 des puissances de f est donc 6-périodique a partir de k = 2.

Cette périodicité implique que {f*, k

g =

. On trouve successivement :

) <12345678

>0} ={Id, £, f2, 2 fL P, 10 )

de f se réduit donc aux 8 premieres puissances fY. ...

9

8§ 6 3 4 3 6 2 6 10

I’ensemble des puissances
, f7 toutes distinctes.

10 5 (123456 7 89 10
3) 97 \3 36 4631036 6

L, (123 45 8 9 10 . (123456789 10
9=\6 6 3 4 3 6 3 3/ 9 7\33646333¢6 6
. (12 5 8 9 10
g:

6 6 3 6 3 3

On constate que les applications Id, g, g, ¢°

, g%, g° sont distinctes, mais que ¢% = ¢*.

k+2

On en déduit ¢ = ¢* pour tout entier k > 4

Avec les définitions précédentes, I'application g est donc de délai 4 et de période 2.

. On trouve immeédiatement :

h2:12345678910,h3:1234567891021d
9 8 73 16 4 10 5 2 1 2 3 45 6 7 8 9 10

Ainsi les applications f° = Id, h, h? sont distinctes, mais h3 = Id.
On en déduit A*T3 = h* pour tout entier k > 0

Avec les définitions précédentes, I’application et donc de délai 0 et de période 3.
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Deuxieme partie : généralisation

1. L’ensemble F,, étant formé de n éléments, il y a n™ applications de F, dans lui-méme.

Pour définir un élément f de F,, il faut en effet choisir arbitrairement f(1) parmi les n éléments de E,,,
puis choisir f(2) (& nouveau n choix possibles, indépendants du précédent), etc. jusqu’a choisir f(n)
de fagon quelconque dans E,, (donc n choix successifs et indépendants offrant chacun n possibilités).

2. (a)

(b)

Si les puissances f* de f (avec k dans N) étaient distinctes deux & deux, on disposerait ainsi
d’une infinité d’applications différentes de F,, dans lui-méme, c’est-a-dire d’une infinité d’éléments
différents de F,, ce qui est absurde car F,, est un ensemble fini.

L’ensemble X; = {m € N, 3¢ € N*, ™9 = f™} est non vide (question précédente).
Cette partie non vide de N possede donc un plus petit élément, que nous notons d.

L’ensemble des entiers ¢ > 1 tels f9 = f¢ est une partie non vide de N* (car d est dans X ) et
possede donc un plus petit élément que nous notons p.

On a donc prouvé l'existence d’un plus petit entier naturel d, et pour celui-ci d’un plus petit
entier naturel strictement positif p tel que f? = f.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a d.

Compte tenu f4P = f¢ on a frtP = frn—do fdtpr — fn—dg fd — fn

Cela signifie que la suite des f* est périodique de période p & partir de k = d.

Montrons que les p 4+ d premieres puissances Id, f,..., f¢, fH1, ..., f&P~1 de f sont distinctes
deux a deux.

Pour cela on raisonne par I’absurde et on suppose qu’il existe deux entiers g et 7 tels que 0 < ¢ <
r<d+pet fi=f".

L’égalité q < d est impossible car cela contredirait le caractere minimal de d.

On a donc f9= f" avec d < g <r < d+ p (et en particulier r — g < p).

Mais f4 = f7 = fd+p 4o f9 = fd+p do fr = fd+p = fd+r q+p.

Par p-périodicité, on a fHP = fd et fI+7=9+P = fd4r=4 (car d +r — q > d).

On arrive donc & 1'égalité f¢ = f7=9 avec 0 < r — ¢ < p, ce qui contredit le caractére minimal
de p.

Conclusion : les d 4 p applications Id, f, ..., f¢, ..., f&P~1 de f sont distinctes.

Posons Py = {Id, f, ..., fe .., fd“’*l}, et soit k un entier naturel quelconque.

Si k < d, le probleme de Iappartenance de f* & P ne se pose méme pas...
Sik>d,onécritk—d=qgp+ravecq>0et0<r<p (division de k — d par p).
On en déduit f* = fa+7+ap = fd (3 cause la p-périodicité & partir de f%).

Ainsi f* = f47" avec d < d +r < d+ p donc f* est élément de Py

Finalement toutes les puissances de f sont dans Py, la réciproque étant évidente.

3. Soit f un élément de F,.

Si d =0, Pégalité fitP = f gécrit fP = Id.

Cette égalité implique que f est bijective (sa bijection inverse étant fP~1).

Réciproquement, si f est bljectlve alors f4P = f? = flofP = f¢ qui implique f? = Id en
composant par I’application ( fd) = [,

Ainsi fO = fP, ce qui signifie que f est de délai 0 (car la suite des puissances de f est p-périodique
a partir de f°).

Conclusion : 'application f est bijective si et seulement si son délai d est nul.
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ﬁ Probleme 2 : Nombres Réels I

Corrigé de l’exercice 1 :

1. La propriété est évidente si n = 1, et on suppose qu’elle est vraie pour un rang n > 1 fixée.
n+1 n+1
On se donne donc (zg)1<k<ns1 tels que H x, = 1, et on veut montrer que Z Tr = n+ 1.
k=1 k=1

Par symétrie du probléme, on peut bien supposer que min xp =, et que max Tp = Ty
11 <k<n+1 1<k<n+1
n

Avec ce choix, 1’égalité H xr = 1 nous assure alors que : 0 < z, < 1 < T41-
k=1

Mais cette méme égalité s’écrit aussi 122 -« 1 (TpTns1) = 1.

En vertu de I'hypothése de récurrence, il en résulte : 1 + 29+ -+ - + X1 + TpTpi1 = n.

n+1 n—1
Ainsi Zxk: Zxk+$n+xn+1 >n—xp Tyt ot =n+14+ (2,1 — D1 —x,) >n+1
k=1 k=1

Ce qui prouve l'inégalité au range n + 1 et acheve la récurrence.

Mais I’égalité au rang n + 1 implique x,, = min x; =1, 0u x,,1 = max x, = 1.
<k<n+1 1<k<n+1
n+1
Sachant que H xr = 1, ce c’est possible que si tous les x; sont égaux a 1.
k=1

Conclusion : pour tout n > 1, soit (2)1<k<n dans R tels que H T, = 1.
k=1
Alors Z x> n, avec égalité < tous les zy sont égaux (& 1).

2. C’est une conséquence immédiate de ce qui précede, car les z, = —— sont dans R™* et H 2z = 1.
Tk
k=1

On peut ajouter que ’égalité & + sz +-+ In _ n n’est possible que si y, = x; pour tout k.

T2 Tn

Corrigé de ’exercice 2 :

n G

n 1 n
1. On pose x = %. Les xj, sont dans R et H Ty = — H ar = 1 (par définition de G,,).
k=1 n k=1

On en déduit Z Tk = n, c’est-a-dire Z ap = nG,, c’est-a-dire A, > G,.

k=1 k=1

On peut ajouter que I'égalité A,, = G,, n’est possible que si les z, (et donc les ay) sont tous égaux.

(;n n n —1
2. On pose z, = —. Les z;, sont dans R et H T = GZ(H ak> = 1 (par définition de G,,).
Ak k=1 k=1

On en déduit Z T, = n, c’est-a-dire G, Z > n, c¢’est-a-dire G,, > H,,.

k=1 =1 Qk

La encore, 1'égalité G,, = H,, n’est possible que si les xj (et donc les ax) sont tous égaux.
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Corrigé de ’exercice 3 :

1. On utilise I'inégalité A, > G,, avec a; = 1+ nx, et ap = 1 pour 2 < k < n.

1 1/n
OnaalorsAn—Zak—l+xeth—<Hak> = V14 nx.
= k=1

L’inégalité A, > G, s’écrit ici 1 + z > /1 + nx, c’est-a-dire (1 + )" > 1 + nx.
b+ c c+a a-+b

2. Posons z; = —5 Ty = 5 et 13 = — donc z; + 29+ 23 =0a+ b+ c.
SO , 1 1 1 9 1+ T2+ 1 1
L’inégalité a prouver s’écrit — 4+ — + — > ————— donc I 3( —
1 T XT3 T1+ To + X3 3 1 o
et le résultat en découle car on reconnailt l'inégalité A, > H,.
2n—1 1 2n—1 2n—1
3. Pour n > 2, il est clair que que Z - < Z —, c’est-a-dire Z — < 1.
k=n k k=n n k=n k
L harmonique des ~ est H <2§j1k)1 ( 3”_1)1 ’
a moyenne harmonique des — est H,, =n =nln = :
Y b K P 2 3n— 1
1221 22 R | L2
L’inégalité A,, > H,, s’écrit : — - > — et on a obtenu 1 > —.
& n ,; FZn—1 3 ,;L 3
"1 " 1 " k+1
4. On commence par écrire : n + Z - = Z(l + ) = 2
k:lkj k=1 k k=1 k

1 X Ek+1 k4 1\1/"
Enduite, I'inégalité A, > G,, donne : — krl > ( +) =vn+1
nim k 1 K

n(Vn+1-1).

Pr\»—k

On a donc bien obtenu l'inégalité : Z

Corrigé de ’exercice 4 :
1. L’inégalité est évidente si n = 1 car elle se réduit a 1’égalité a = a.
On suppose donc qu’elle est démontrée au rang n, et pour tous a > 0 et b > 0.
1l s’agit donc de prouver I'inégalité a(a + (n + 1)b)" < (a + nb)" ™, avec a > 0 et b > 0.
On écrit : a(a+ (n+ 1)b)" = a(a + (n+ 1)b)(a’ + nb)" ! avec a’ =a+b > 0.
1
Mais on sait qu’alors (a’ + nb)" ' < = (a’ + (n—1)b)" (hypothése de récurrence).
a

o ala+ (n+1)b)
= a+b

On obtient donc : a(a + (n + 1)b)" (a + nb)™.

Pour conclure, on constate que : a(a + (n + 1)b) < (a + nb)(a + b) (évident par développement).

Conclusion : on a prouvé a(a +nb)"* < (a + (n—1)b)" pour tout n de N*, et a > 0 et b > 0.

xr1+ T,

2. Puisque la suite (xy)1<k<n est arithmétique, on a : Z Tp="n , C’est-a~dire A,, =

n Un x4 =
L’inégalité (H xk) < i
k=1

2

est donc un cas particulier de G,, < A,,.

n l/n n
Il s’agit maintenant de prouver I'inégalité m < <H xk> , ou encore (z12,)" H :Ui
k=1 k=1

T+ 1,
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Le résultat est évident si n = 1. On suppose donc qu’il est vrai au rang n > 1.

On se donne la suite (zx)1<k<ni1, arithmétique a valeurs dans R,

n+1 n
1 2 2
Il faut montrer que (z1z,41)" < [] #f, sachant que (212,)" < ] ;.
k=1 k=1
o " n+1 n Tl n+1
On écrit : (x12,1)" ! = xlxn(xlxn> ( nt ) < xlxn(H xi)( nt )
n ~— Paiet Ty
HRy,
n xn—f—l n+1 n+1
11 suffit donc de prouver 371SIJn<H :Ci) ( " ) < [ =i, clest-adire : (E): xa)y) <al.
k=1 n k=1

Or avec x1 = a et si b est la raison de la suite (z},) cette inégalité s’écrit a(a+nb)"* < (a+(n—1)b)",
ce qui est précisément le résultat obtenu a la question précédente (ga doit étre fait expres).

Remarque : on a ici supposé b > 0 ce qui revient a dire que la suite arithmétique (zy) est croissante,
mais la symétrie du probleme posé fait qu’on peut effectivement se ramener a cette hypothese.

. I suffit d’appliquer ce qui précede a la suite arithmétique de raison k — x; = k.

n -1 n n n
. On sait que l'inégalité H, < A,, s’écrit : n(Z 1) < 1 Z ), OUu encore : Z i Z x> n?
n n k=1 Tk k=1 k=1 Tk k=1
De Z x, < 1, il découle donc Z —>n?
k=1 k=1 Tk

. On sait que 1+ xy > 2,/x) pour tout k (c’est un cas particulier d'inégalité A, > G,,).

n

On en déduit : J](1+ zx) > 2" [] @k done JJ(1 +z) = 2™
k=1 k=1 k=1
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ﬁ Probleme 3 : Suites Numériques '

Partie | :

1 1 1 1 5
m—(l—ln?):lrﬂ—ﬂ ugzi—(ln2—§)=6—ln2.

1. —— —yp=1—1n2 =
Uy = Uo y U2 B 2+ 1

0+1

1
2. On pose (Hy,) : up, < —.
n

Initialisation : (H;) est vraie car u3 =1 —1n2 ~ 0,3 donc u; < 1

1 1
Hérédité : Supposons que (H,,) est vraie i.e. " u, < — " et démontrons (Hp41) i-e. " upi1 < 1 "
n n
1
Uy, = 0= poae Uy < m Unt1 < T donc (Hp41) est vraie.
1
Conclusion : Vn >0, (H,) est vraie i.e. Vn >0, wu, < —
3. L’inégalité 0 < uy < — = 0 combinée au théoréme d’encadrement implique que HEI_I Uy, = 0.
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(b) On pose (Hy) :w, = >, ——— —1n2.
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Initialisation : (H;) est vraie car wy =u; =1 —1In2= ) P In 2.
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Hérédité : Supposons que (H,,) est vraie i.e. " =5 —In2 " et démontrons (Hp+1)
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ie. " wpp1 = >, i —In2 "
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donc (H,41) est vraie.
oV
Conclusion : Vn > 0, (H,) est vraie i.e. Vn 20, w, =Y, ——— —1In2.
k=1
(¢) On sait que lirf u, = 0 et la suite ((—1)"~1),>0 est bornée donc lir_~r_1 Wy, = lir_{l (-1 tu, =0
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ce qui implique que hr_~r_1 > —— =In2
n—-—+oo k=1



