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Simulation DS N°4

Fonctions Réelles-Développements Limités

(14 Janvier 2019

Durée : 1 heure

On rappelle que le nombre e = exp(1) ~ 2,72, % ~ (.61, 2 » 1,41 etIn(3) ~ 1,10.

e
[ Etude d’une fonction.

Soit f définie sur R par:V xeR, fix) = 3xexp(—x?)-1=3xe™ -1,
1 Etudier les variations de fsur R, ainsi que les limites aux bornes du domaine de définition.

Donner le tableau de variations de f. Préciser les branches infinies de la courbe
representative Crde f.

2 Calculer f"(x). Qu’en déduit-on pour le point de Cyd’abscisse 0 ?

3 Donner I’équation de la tangente en 0. Etudier la position de la courbe Cy par rapport a la
tangente au point d’abscisse 0. Quel résultat retrouve-t-on ?

4 Donner ["allure de la courbe Cyde f.
5

a) Pourquoi fadmet-elle des développements limités en 0 & n’importe quel ordre ?
b) Donner le développement limité de f au voisinage de 0 a I’ordre 5.
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11 Etude de deux suites.

On suppose désormais dans toute la suite du probleme que I’entier naturel 7 est supérieur ou
égal 2 2. Soit f;(x) = 3x"e ™ —1 = 3x"exp(=x?)-1.
9 Quel est le signe de £,(0), de f,(1) ?

10 Etudier les variations de f, sur I'intervalle [0, +oo[. Donner la limite de f,(x) quand x tend
vers +oo, En déduire que f, s’annule sur [0,+oo] en deux réels notés u, et v, , qui vérifient
uy< 1 <v,

11 Quelle est la limite de la suite (v,), ?
12
a) Calculer exp(-u,2) =e™" en fonction de u,".

b) En déduire le signe de f,+1(u,).

¢) Déduire de ce qui précéde la monotonie de la suite (u,),2.
d) Montrer que la suite (u,),» est convergente. Soit / sa limite.
13 Soit g, définie sur ]0, +oof par : Vx>0, g,(x) = In3+nlnx—x2.
a) Soit ¢ >0. Montrer que g,(¢)=0 si et seulement si £,(f) = 0.

b) On suppose que: [#1. Trouver une contradiction en utilisant ce qui précede.
Conclusion ?

¢) Soit la suite (wy),x définie par :¥Vn >2 w, =u,~1. Trouver en utilisant un développement
limité de g,(1+w,) = g,(u,) un équivalent simple de w,.
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I
1 L'application f est produit et composée de fonction C* donc est C”
VxeR, f’(x):3exp(—x2)—6x2exp(—x2):(3—6x2)exp(-x2) f(x) est du méme signe que 3—6x2 qui

s'annule en E et L ui est positif sur | - [ et négatif sur ]-oo, - +oof
2 2 ( 2 ( (
. 3X 2
Six>0 3xexp(-¥)=— =
e
— /Y2
Six<0 3xexp(—x2)=3—x)f =3——— donc a pour limite 0 en +eo donc si f a pour limite -1 en -
e e
D’ou le tableau de variations .
X -0 _i i +00
2 2
f'(x) - 0 t 0 -
fx) | -1 J ) y -1

La droite y=-1 est asymptote en +oo et en —o,

2 "(X)=-12xexp(=x3}-2x(3-6x)exp(-x)=(12x*-18x)exp(=x). f*(x) ’annule en changeant de

signe en 0 donc le point d’abscisse O de C; est un point d’inflexion.

3. L’équation de latangente au point d’abscisse 0 est y=f *(0)(x~0)+f(0)=3x-L.
Soit g(x)=3x-L. f (x)-g(x)=3xexp(-x8)-1-(3x-1)=3x(exp(-x?)-1) Pour tout x de R* exp(-x3)<1
car x>0 donc exp(-x2)-1<0 pour tout x de R* donc (x)-g(x) est du signe contraire a x donc
change de signe en 0. On retrouve que Csadmet un point d’inflexion au point d’abscisse 0.
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5a fest C* sur R donc admet en 0 des DL jusqu’a n’importe quel ordre.
4 4
b exp(-x2):1-x2+x7 +o(x") donc f(x):3x(1-x2+"7 +o(x4))—1:—1+3x—3x3+g +0(0).

1
9. f,(0)=-1<0 fn(l):§—1 comme e<3 on a f(1)>0.
e

10. Wx0 f, (X)=(3m"-6x")e™=3x" (n-2x9)™. Donc f, (x) est du méme signe que n-2x2 donc

n

, N S G (G E
s’annule en Eestposmfa X< Eetnegaufsmon7: donc tend vers 0 donc f,(X)

XZ

e e
tend vers -1 en +oo d’ou le tableau de variations suivant ;

X 0 N +00
2
f*(x) + 0 _
f(x) |-1 t 1 vl
f E)
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fest continue et strictement croissante sur [0, \E ] donc est une hijection entre [0, \E ] et

f([0, \/g ) =[-L, f(\g )] Or 0<1<\E donc 0<f(1)<f(\/g ) donc 0 appartient & ([0, \E ]) donc il

: : N .
existe U, unique de [0, \E ] tel que (u,)=0 comme f(u;)=0<f(1) comme f est une bijection strictement

: \ Gy : N :
croissante u,<1. On montre de méme qu’il existe v, unique de [ 3 o] tel que (v, car f strictement
4 . 0 n
décroissante et continue sur | 5 oo,

g : : N

donc pour tout n de N n>2 il existe Uy et v, uniques qui annulent f et tels que : un<1<\g <Vy

. il . :
11 (vy)ns2 €t minorée par la suite (\E )iz QUi diverge vers +oo donc diverge vers +.
12

2 2 1
8) fi(u)=0donc 3u’e™ =1 donc e :3—n.
|

n
n+l

: e AU
) (0)=3x""e ™ =L donc fey(u;)=30] 6™ -1:33”_n ~1=u,-1<0 car u,<1.
U

n

o . n+1
¢) Orf estune hijection strictement croissante sur [0, T) donc comme f.1(Uy)<0= 141 (Uyer)

donc U,<Uys; la suite () est strictement croissante.
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d) (uy)est croissante et majoree par 1 donc est convergente vers I<L.

13

a) )=0 &3t -1=0603 e =1on(3t's )=In(1)=0cIn(3)Hn(t):In()=0
oln @1nin(t)-2=0c0,()=0.

b) Onan(3)+nInu,}-u:2=0 car f{Us)=0<0,(Us)=0. Si (U,) converge vers l=L alors (In(u,) ),converge
vers In <0 et(u,? )converge vers 2 donc (nln(uy)) diverge vers -co donc ((In(3)+nIn(us)-U2).
diverge vers —o ce qui est impossible car elle vaut toujours 0 donc I=1.

c) Onaln(3)+nin(u,)-U:2=0 donc In(3)+nin(1+wy)}—(1+wp)%=0 donc en utilisant le D.L de
In(L+x) jusqu’a "ordre 1 [ In(1+x)=x+0(x)] on & In(3)+n(wyto(Wp))-1-2w,-w;2=0 donc

N .
Wy (n-w;0(L)}-2)=1-In(3) donc W _ n donc tend vers 1 s n tend vers

1-In3 n-w, +o(l)-2

1-In3
+oo lonc la suite (w) est équivalente a ( )
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