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Concours BlancN°2
Polynémes & Matrices

Lundi 18 Mars 2019

Durée : 4 heures

Documents et Calculatrices Interdits

|g Exercice Application de Cours :Polyndmes et Fractions Rationnelles '

Question 1

~r 2 T
Soit n un entier naturel supérieur ou égal A 2. Soit le polynome

P Xl _gdv X4 X +13.
Ecrire la factorisation du polyndme P, en produit de facteurs irréductibles dans C[X]. Pour
quelles valeurs de n le polynéme P, admet-il une racine double ?

Question 2

1. Ecrire le développement limité a 1'ordre trois en 0 de la fonction f: z e

TP AR g G .

2. En déduire la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle R = X1 = 2X)"
. iz dx
3. Calculer la primitive / Ai-2)
Question 3
T+
Pour tout entier naturel n, on définit I,, = Tr e dt.
0

1. Calculer Ij et I;.
2. Montrer |'existence et 'unicité d'un polynome P, et de réels a,, et b, tels que
(1+)" Ay + bt
vt € = Pp(t) + ———— .
tel 1412 O+ T
. ; 4 n ., n J
Calculer a,, et b, (on les exprimera en fonction de 2°, cosn - et smn:ﬂ. Expliquer
pourquoi le polynome P, est a coefficients rationnels.
3. Montrer que I'on peut écrire I, = pn+¢n 7 + 7y In2, 00 pp, gn, rn sont des nombres rationnels
(on admettra l'unicité d'une telle écriture).

4. Calculer I,.g —2Ih4y + 2l

1 ; : 1 T
5.a. Montrer que ¢, = i Re (1 + :)"] et r,= 5 Im [(1 +|)"].

b. Pour quels entiers n a-t-on g, =0 7 Méme question pour la condition r, =07
c. Du a., déduire la valeur de gn+2 — 2gn+1 +2¢n €t de rpiz — 2rpqq + 275,
6. Etablir une relation entre p,, pn+1 €t pns2. Calculer ps.

7. En utilisant une intégration par parties, donner un équivalent de I,, lorsque n tend vers +o0.
A T'aide d’une nouvelle intégration par parties, obtenir un développement asymptotique de

la forme
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¢ Probléme de Synthese I Polynémes

Dans le probleme, on notera E = R[X] I'espace vectoriel des polynomes & coefﬁcient_s rée}s, et
En = Rn[X] le sous-espace formé des polyndmes de degré inférieur ou égal & n. On identifiera
les polyndmes et les fonctions polyndmiales associées.

1 Polynémes de Tchebychev

Montrer qu'il existe un polynéme T, & coefficients entiers vérifiant

V8 € R, Ty (cos) = cos(nf) 1)

Expliciter les polynomes Ty, Ty, L, Tyet T,

Montrer que ¥n € N,

Tat2=2XTop1 - Th (2)

En déduire le degré et le coefficient dominant du polyndme T,.

Ecrire une procédure Maple tchebychev : n : int, x : float qui retourne le réel T, (z)
pour n > 2.

Montrer que Vn € N, les polynémes T, et T,+1 sont premiers entre eux.

2 Calcul de normes
Pour un polynéme P € E, on note

IP| = sup |P(z)
:El—l,l]

Vérifier que:

a. ||P|| est bien défini.
b. Y(PQ) e E2 [[P+Q| <|P|+IQ|
c. VPeE VYAeR,|ANP|=A|P|
d. VP€E, |P|=0+= P=0g.
On dit que ||.|| définit une norme sur l'espace E.

Calculer pour n € N, ||T,|.

a. Montrer que Vn € N, Vu € R, [sin(nu)| < nsin(u)|.
b. En déduire que ||T.] < n?.

GE

-1
a. Montrer que ¥n € N, ¥r € R*, Tn(r +2T ) =

4rn
2
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b Soitunréelzrel,+ oo|. Montrer qu'il existe un réel r > 1 tel que z = e o
¢. En déduire que ¥n € N, ’
V> 1, 1<Ty(z)< (:+\/:’—1)" (3)
Qu
a. Montrer que ¥n € N,
nT, -~ XT.+(1- X)T: =0 (4)
b Montrer que ¥n € N, Vk € [0,n],
(n? = KT — (2K + DXTED + (1 - XHTH =0 ®)
¢. En déduire que ¥n € N, Vk € [0,n],
k)! 2%k!
7)) = n (n+
o )= R R R ®)
d. Montrer que ¥n € N, ¥k € [0.n], T (-1) = (-1~ (1),
3 Majoration d’un polynéme sur [1, + oo|
Pour un entier n > 2, on définit pour j € [0,n], a; = COS[(l = ;7-.')'”] On obtient ainsi une
subdivision —1 = ag < @, < -+ < an = 1 du segment [~1,1]. Pour i € [0,n], on définit le ieme
polvnome de Lagrange
Ll- - H X —a;
:G_IO.HI Qi aj
J#E
[Q12
a Déterminer les réels z € [—1,1] vérifiant ITn(-T)l =L
b. Calculer T},(a;) pour j = n, j = 0 puis pour j € [1n—-1].
Q13
a Montrer que pour tout polynome P € En,
n
P=3 P(a)L (7)
=0
b. Montrer que
T, =3 (1L ®
=0
¢. Soit r € [1,+ oo[. Montrer que
n
Ta(z) =) _|Li(@)| ®)
i=0

d. Soit un polynéme P € E,. Montrer que

vz € [1,+oof, |P(z)| < |1Pll (z+ vVa? - 1" (10)
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a. Montrer que
Vk € [1n], Vz € 1, + 00, T¥(z) = ZILEH (2)| (11)

b. Soit un polyndme P € E,. Montrer que

Vk € [Ln], Ve € [1,+ 00, |P®)(z)| < 1P| TH(z) (12)

4 Majoration des dérivées d'un polynéme sur [-1,]]

Soit un entier n > 2 et un polynéme P € E,. On considére un entier k € [1,n]. Pour A € [-1,1],

on définit le polynome ; e
_ +€ £ (13)
L8 ( 7 Aty )
ole=+lsiAe0,1]ete=—-1siAe[-10]
@ 15| Montrer que
LR 14
PO)] = (5= PO (14)
@ 16| En déduire que
k! (n+
PO <2 Dy (15)

()()
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‘gt Exercice Application de Cours : Matrices

Dans M3 (R), on considére les matrices

-3 -1 -3 9 -1 -1 1 0 1
A=| 2 3 o g Pel 11 2 G=f 1 -1 31
2 1 2 T 0 1 -

» PARTIE A - Calcul des puissances de A.

1) Montrer que P est inversible et calculer son inverse. Indication : Pensez a calculer P.Q

2) On pose D = P~YAP. Calculer D (on vérifiera que D est une matrice diagonale).
3) Soit n un entier naturel. Exprimer D" en fonction de 7.
4) Montrer que pour tout entier naturel n, on a A" = pPD"P-L.

matrice N € M3 (R), le commutant

» PARTIE B - Etude du commutant de A. On rappelle que pour une
tent avec N, c’est-a-dire telles que

de N désigne 'ensemble noté COM(N) des matrices @ € M; (R) qui commu
NQ=0QN.

5) Soit M € Ms (R). Etablir I'équivalence : [M € COM(4)] <= [P'MP € COM(D)]

)
6) Déterminer COM(D).

que I’on explicitera telles que :

7) Déduire de ce qui précéde COM(A).
8) Etablir I'existence de trois matrices By, B; et B3 dans M3 (R)

VMEe COM(A), 3 (al,az,ag,) € R3, M = a1B1 + a2Bs + a3Bs

» PagrriE C - Application & I'étude de trois suites imbriquées. On définit trois suites réelles u, v et w

en posant :
Upt] = —3Un — Un — 3wn

1L0=1,U0=1,’LUO=06t: Vn € N, vn+1:2un+3vn
Wnt1 = 2Un + Vn + 2wn

Pour tout entier naturel n, on pose : Xn=1 tn

Soit n un entier naturel quelconque.
9) Etablir une relation de récurrence entre Xnt+1 et Xn.

10) Déduire de ce qui précéde une relation entre X, et Xo.

11) Déterminer les expressions des termes gEnéraux Un, Un et Wn en fonction de n.
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!j Probleme de Synthése 11 Matrices

‘OMPLEXES )
(DEFINITION MATRICIELLE DU CORPS DES NOMBRES oy e )

Préambule

Les nombres complezes ont été introdwsts dans les mathématigues il y a enewron gualre ﬂ;kl :"‘" M:::" ""’:U de
Jérome Cardan* et Raphaél Bombelli'. Pour faire court, ces dews mathématiciens ont défi : . di mz
une solution de U'équation 27 = — 1, ¢f c'esl cette définition qui a traversé les dges pour IRIeTvemr encere
votre cours de Termmale P

Mas une autre approche des nombres complezes aurnit ét¢ possible, en utihsant le calewl mam“ ul“_.eﬂr‘:"rw:
constitue 'objet du présent probléme, dont le but est d’essayer de vous convaincre que l'on aura 'ér’:smt finar ‘;
nombres complezes autrement. Ezplicitement, au lew de voir ici un compleze comme ¥n ) e

, el mafrice
on définira un compleze comme une matrice de la forme al + b} (ou I est la matrice identité h, et J une
telle que J? = -,

L'ntéret de cette approche est géométrique, dans un sens qui sera rendu explicite dans " foriiies gurtic s o
probléme.

L'ensemble des “nombres complezes” que nous définirons dans cet énoncé sera doncrun ensemble de matrme:..:
les différentes parties de ce probléme auront pour but de prowver que toutes les propriétés que vous aves vues
le chapitre “Complezes” de cette année s'adaptent a notre nouveau point de vue.

Pour finir, n’ayez pas peur de ce saut dans inconnu ! Un grand nombre des questions dclcc probléme vous P“"“E“"’"‘
évidentes dés lors que vous avez bien révisé votre cours sur les complezes, le calcul matriciel et les groupes. .. Enfin,

les différentes parties de ce probléme ne sont pas du tout indépendantes ; mais vous pouvez bien entendu utiliser les
résultats d'une question dans une autre.

Notations

Dans M3 (R), on considére les matrices

10 s
I:(01) - "‘(1 0)

On pourra se convaincre aisément que |J? = -1 (%) |.

On définit les deux sous-ensembles R et C de M; (R) en posant :

R={al/a€ R} et az{al-f-b.]/(a,b)ekz}

ﬁ:{(gg)/aek} et 6:{(‘; —ab)/(a,b)ER"'}

On pourra observer que R - 0.

Pour tout couple (a,b) de nombres réels, on notera Z (a,b) I'élément al + bJ = ( : ;b ) de C.

On notera encore : Z (a, b) = Z (a,-b).

Enfin, pour tout élément Z(a,b) de C on définit son module en posant : |Z(a,b)| = Va? + b2

*. Qui n’était pas biélorusse.
. Lui non plus. o

a2t 2
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> PARTIE A - Quelques propriétés algébriques de Ret de C

1) Justifier brievement que I'application
¢:R—m R
z— Z(xy 0)

est une bijection.
2) Montrer que (6, +) est un sous-groupe de (M3 (R),+). En déduire que (6, +) est un groupe abélien.
3) Montrer que (f{, +) est un sous-groupe de (6, +). En déduire que (ﬁ, +) est un groupe abélien.
4) Soit Z (a,b) € C. Vérifier que : Z(a,b) + Z(a,b) = 2al et Z(a,b) — Z(a,b) = 2bJ.
5) Soient Z (a,b) et Z (a’,') dans C. Calculer : Z (a,b) x Z (a,¥').

6) Soient z un réel et Z (a,b) € C. Vérifier que : Z(z,0) x Z (a,b) = Z (za, zb).
7) Propriétés du module.

a) Soit Z (a,b) € C. Montrer que : Z (a,b) x Z (a,b) = |Z (a,b)|* x L
b) Montrer que :

Y (Z(a,b),Z () € ', 1Z(a,b) x Z (a, )| = Z (a,b)] x |1Z ()]
¢) Soit Z (a,b) un élément de C. Etablir que : ¥n € N, |Z (a,)"| =12 (a,b)["

» PARTIE B - Les corps Ret C

8) Le corps R.

a) Montrer que le produit matriciel (la loi “x”) est une LCI sur R. Justifier brievement que cette LCI posséde
un élément neutre dans R, et est commutative.

Par la suite, on pourra admetire que la loi x est associative, disiributive par rapport & l’addition, et que pour
tout Z(z,0) dans R on a : Z(z,0) X Oppr) = Oa®) = Ory(r) X Z(,0). Les propriétés énoncées ci-dessus

permettent alors d’affirmer que (fi, +, x) est un anneau commutatf.

b) Montrer que ’anneau (ﬁ, 4 x) est intégre, et que tout élément non nul de (ﬁ, +, x) est inversible! dans
R.

9) Le corps C.
a) Montrer que le produit matriciel (la loi “x”) est une LCI sur C.

b) Justifier briévement que cette LCI posséde un élément neutre dans G

Par la suite, on pourra admettre que la lot X est associative, distributive par rapport & U'addition, et que pour
tout Z(a,b) dans C on a : Z(a,b) X Opr) = Op®) = Oay(r) X Z(a,b). Les propriétés énoncées ci-dessus
permettent alors d’affirmer que (a +, X | est un anneau.

¢) Montrer que ’anneau (6, +, x) est commutatif,

1. Pour la loi x.
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d) Montrer que tout élément non nul de C est inversible® dans C.

e) Déduire de ce qui précéde que 'anneau ((’i, -, x) est intégre, puis que l'anneau (C‘ + x) est un corps.

f) Soit Z(a,b) € C, avec Z (a,b) # L. Montrer que pour tout entier naturel n on a:

iZ(a, b)* = (1- Z(a, b)) x (I - Z(a, b))~
k=0

» PARTIE C - Notation exponentielle

Pour tout réel , on pose :
5 _ cosd —sinf
E¥ = Z(cosf,sinf) cad E¥ = ( sinf cosf )
10) Veérifier que pour tout réel § on a : |Eo‘][ = 1.
11) Montrer que pour tout couple (8, ¢) € R? on a : E¥ x E¥ = E@+¢),
12) Montrer que pour tout réel 6 on a : (E¥ )"1 =E-0 ¢
13) Justifier que pour tout couple (6, ) € R? on a : [E¥ =E¥] = [0 = ¢ [27]].

» PARTIE D - Forme exponentielle d’un élément non nul de C

A partir de maintenant, on note C_ I'ensemble des éléments non nuls de 6, cad:C = 6\ { OMz(R)} :

14) Soit Z (a,b) € C". Montrer qu’il existe deux réels a et B que ’on exprimera en fonction de a et b tels que :

Z(a,b) = |Z(a,b)| x Z (a,B)
15) Avec les notations de la question précédente, vérifier que : a2 + 42 = 1.
16) En déduire que pour tout Z (a,b) € 6‘, il existe un réel 0 tel que
Z(a,b) = |Z(a,b)| x E¥
Par la suite, ce réel ¢ sera appelé argument de Z(a,b), et il sera noté : ARG (Z (a, b)).

17) Méthode d’identification dans C’. Soient Z (a,b) et Z (a',b') dans C". Montrer que

IZ(aa b), = ‘Z(a’o b!)l
(Z (a,b) = Z (V) <
ARG (Z(a,5)) = ARG (Z (d, ) [24]

18) Soient Z (a,b) et Z (a’,¥) dans C. Montrer que :
ARG (Z(a,b) x Z (d,V')) = ARG (Z(a,b)) + ARG (Z(d',¥))
A ce point du raisonnement, on peut alors démontrer toutes les propriétés algébriques attendues des arguments

(celles concernant Uargument du conjugué, de Uinverse, d’un quotient). On n'en démontre qu'une seule (question
suwante) qui sera d’une importance capitale pour la suite des événements.

§. Pour la loi x.
Y. On a également (E”’ )_1 = E", mais on ne demande pas de vérifier cette derniére relation.
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19) Soit Z(a.b) ¢ ('. Montrer que vyne N, ARG (Z(a,b)") = nARG Znb
» Panrik E - Racines carrées dans C

20) Résoudre dans C I'bquation X* = ]
21) Résoudre dans C I'équation X% = |

22) Résoudre dans C 'équation X4 = |

admet exactement deux solutions dans C

23) Soit & présent Z (a,b) € C". Montrer que I'équation X2 = Z(a,b)
(que l'on pourra appeler racines carrées de Z (a,b) dans C).
R ' ~ . e l —‘V/'j i t e A ik
24) Application. Déterminer les racines carrées dans C de A = ( A 1 ) cad déterminer toutes les matrices

X € ff telles que X%= A

» PARTIE F - Equations du second degré dans C

Soient A, B et C dans C, avec A # O, (m)-

Dans cette partie on notera (E) 1'équation suivante d’inconnue X € C :

(E): AX?2+BX +C =0y,m)

On appelle discriminant de Péquation (E) 'élément de C défini en posant
A = B? - 4AC

25) Etablir que I’équation (F) posséde exactement deux solutions dans C lorsque A # Oy, (r) ; €t exactement une
solution dans C lorsque A = Op,(r)- Dans les deux cas, on explicitera la ou les solutions.

26) Application. Résoudre dans C ’équation :
X2-2Xx-J=1

» PARTIE G - Racines n-i¢mes de I'unité dans &

Pour tout entier naturel n > 2, on note :

U, = {Z(a,b) € &/ Z(a,b)" = 1}
et on note U 'ensemble des éléments de C de module égal & 1, soit :
0= {Z(a,b) € C/ |Z(ab) = 1}

Dans les questions de cette partie, n désigne un entier naturel n > 2.
27) Soit n un entier naturel n > 2. Etablir que : ﬁn cUu.

28) Etablir que (fJ,,, x) est un sous-groupe de (ﬁ, x).

|. On cherchera donc tous les X € C tels que X? = L Indication : on pourra utiliser une identité remarquable, et utiliser le fai
que C est en particulier un anneau intégre. o
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29) Montrer que : fJn = {E%IJ /kel0,n-1 ]}

30)

31)

Montrer que : Z W e OMy(r)-
wel,

Application. Déterminer toutes les matrices X € C telles que

= 52 o)

» PARTIE H - Finalement - Bonus
~ARTIE 11 - Finalement

On rappelle que Sim™* (C) désigne I
On note Simg (C) la partie de Sim™*

32)

33)

34)

>

35)

ensemble des similitudes directes du plan complexe.
(C) constituée des similitudes directes de centre O.

: écriture complexe -
Justifier bridvement qu’un élément de Simg (C) est une transformation fa ayant pour p
#r—azaveca € C', et que (Simg (C), o) est un groupe abélien.

Montrer que 'application

¥ : Sim¥ (C) ¢

fat———|o| E¥E(@)
est bijective.

~ % S
Montrer que 4 est compatible avec les structures de groupes de Sim{ (C) et de C~ dans le sens o -

v (£,9) € Smf (C), % (f o g) = (f) x v (g)

Une telle application (compatible avec les lois de groupes au départ et 4 Uarrivée) s’appelle un morphisme de
groupes. Un morphisme de groupes bijectif est q

ppelé un isomorphisme de groupes; enfin deur groupes G et '
sont dits isomorphes lorsqu’il eriste un morphisme de groupes entre G et G

PARTIE I - Bonus
=axlik 1 - Bonus

Déterminer toutes les matrices M € C telles que (M +1)° = (M -1)°

Wish You a Good tyek

i

e s




