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Dans tout le probleme E = RY, le R-espace vectoriel des suites & valeurs réelles. On notera (uy,) au lieu de (Un)n>0,
toutes les suites considérées commengant a 'indice n = 0. On fera attention a ne pas confondre (u,) (la suite) et u,
(le terme d’indice n de la suite). On emploiera également la notation u pour désigner la suite (uy).

Les parties A, B, C' et D ont pour théme commun I’étude des suites a ’aide des outils de I'algebre linéaire mais
elles sont, dans une large mesure, indépendantes.

A-Suite de Fibonacci

Dans cette partie, on note F' le sous-ensemble de F formé des suites (uy,) telles que :
Vn €N, Upi2 = Upt1 + Un

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

2. On pose :
p + F — R?
(un) = (uo,u1)
Démontrer que ¢ est un isomorphisme. En déduire dim(F).

3. (a) Pour quelles valeurs de ¢ € R*, la suite (¢") appartient-elle & F'? On notera ¢; et ¢o les deux valeurs
trouvées.

(b) Montrer que les suites (q1') et (¢5) forment une base de F'.

(c) Retrouver alors 'expression du terme général de la suite de Fibonacci qui est définie comme étant la suite
de F vérifiant ug =0 et uy = 1.

B-Deux suites récurrentes croisées

Le but de cette partie est d’expliciter les suites (u,) et (v,) définies par :

Uy = 1 ot Vo = 0
Vn € N, upt1 = buy, — 4oy, Vn € N, vpr1 = 3u, — 3vy,
On considere 'application :
f R? — R?
1. Démontrer que f est un endomorphisme de R2.
2. Démontrer que f2 —2f — 3Id = 0.
3. On note G = Ker(f — 3Id) et H = Ker(f +1d).
a emontrer que G @ = . On note p le projecteur sur GG parallelement a et ¢ le projecteur sur
Dé GoH=R>.0 1 j G 118l A H 1 j H
parallelement a G.
(b) Démontrer que f = 3p — q.

)
(c) Exprimer p et ¢ comme combinaison linéaire de f et Id.
(d) Que valent poget gop?

)

(e) Montrer que :
VneN, f"=3"p+(-1)"q

4. En déduire, pour n € N, une expression de f" en fonction de n, f et Id.

5. Donner les expressions des suites (u,) et (vy) en fonction de n.
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C-Etude de deur endomorphismes
Dans cette partie, on étudie deux applications de F dans E :

T : E — B D : E — B
(un) = (upt1) (un) = (Unt1 —un)
A titre d’exemple, si u = (v/n) alors T(u) = (Vn+1) et D(u) = (Vn+1—/n).
1. (a) Démontrer que T est un endomorphisme de E, déterminer Ker(7T') et Im(T).
(b) i. Montrer que D est un endomorphisme de E.
ii. Calculer I'image par D de chacune des suites : (n), (n?) et (2").
iii. Déterminer Ker(D).
iv. Soit v = (v,) € E une suite fixée et a € R. Démontrer qu’il existe une unique suite u = (u,) telle

que ug = o et D(u) = v. Donner l'expression de (u,) en fonction de « et des termes de la suite v. En
déduire que D est surjective.

v. Expliciter les antécédents par D de la suite de terme général : v, = 3n — 1.
vi. Soit u € E, démontrer que D2(u) = (Up+2 — 2Upt1 + Up).
vii. Démontrer que Ker(D?) est I'ensemble des suites arithmétiques.

2. Soit F' le sous-ensemble de E constitué des suites u telles que :
Vn € N, dupts = Quppo — 6upt1 + up

(a) Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
(b) Vérifier que Ker(D?) C F.

1
(¢) Soit u € E, démontrer que u € F si et seulement si D?(u) est une suite géométrique de raison —.

(d) i. Montrer que I'’ensemble des suites géométriques de raison % est un sous-espace vectoriel de E de
dimension 1.
ii. Montrer que ’ensemble des suites arithmétiques est un sous-espace vectoriel de £ de dimension 2.
iii. En appliquant le théoréme du rang & Papplication D? restreinte & F déterminer dim(F).
iv. Déterminer les suites géométriques de premier terme égal & 1 qui sont des éléments de F'.
v. Trouver un supplémentaire de Ker(D?) dans F.
vi. En déduire une description de F'.

3. Soit k € N*. On note E}, le sous-espace vectoriel de E constitué des suites périodiques de période k, c’est-a-dire
des suites (uy) vérifiant :

Vn €N, Uyt = up

(a) Déterminer une base de Es.
(b) i. Montrer que E3 = Ker(T? — Id).

ii. Démontrer que : Vu € E3, T'(u) € Es.

iii. Démontrer que Ker(T —1d) C FEs.

iv. Démontrer que Ker(T? + T + Id) C Es3. Dans la suite, on note H = Ker(T? + T + Id).
(¢) On considere 'application :

¢ : E3

—
u —

w|—H

(UO + uq + u2>
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i. Montrer que ¢ est une forme linéaire et que Ker(y) = H.
ii. Déterminer dim(H ).
iii. En déduire dim(FE3).
iv. Démontrer que G = Ker(7T — 1d) et H sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans Fs.
v. Donner une base de Fj.

vi. Exprimer en fonction de 7' la projection sur GG parallelement a H.

D-FEtude d’une famille de suites récurrentes
Dans cette partie, on se propose d’étudier les suites réelles u = (uy,) telles que :
Vn €N, upt1 = au, + P(n)

avec a € R et P € R[X]. La question 1. étudie le cas ou P est constant, la question 2. étudie le cas ou @ # 1 et la
question 3. le cas ol @ = 1. On s’autorisera a confondre polynome et fonction polynomiale.

1. Dans cette question, on note E, = {u € E, I € R, Vn € N, up41 = au, + b}.

(a) Soit u € E,, démontrer I'unicité du réel b tel que :
Vn €N, uptr1 =au, +b

Ce réel b, qui dépend de la suite u, sera noté by,.
(b) i. Expliciter Ej.
ii. Expliciter Ej.

Dans la suite de cette question 1., a est supposé différent de 1.
(¢c) Montrer que E, est un R-espace vectoriel.

(d) Soit x la suite constante égale a 1 et y la suite définie pour tout n € N par y,, = a”. Démontrer que (z,y)
est une famille libre de E,, on précisera les valeurs de b, et b,,.

(e) Soit u € E,.

i. Démontrer qu’il existe (A, i) € R? uniques tels que :

{ AT + pyo = uo
ATy + py1 = uy

ii. Montrer que pour tout n € N, u,, = Az, + py, ol A et u sont les réels trouvés a la question précédente.

iii. Décrire E,, on donnera en particulier sa dimension.

2. Dans cette question 2., on fixe a # 1 et on se donne un entier naturel p. On note :
F,={ue E, 3P e R,[X], Vn € N, up41 = au, + P(n)}
(a) 1. Démontrer que l'application suivante est un isomorphisme :

o : Ry[X] — RrH!
P = (P(k))osk<p

ii. Soit u € F,, démontrer 'unicité du polynéme P € R,[X] tel que :
Vn €N, upt1 = au, + P(n)

On note ce polynéme P, puisqu’il dépend de la suite u.
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(b) Montrer que F, est un sous-espace vectoriel de E.
(¢) Montrer que 'application 6 définie pour tout u € F, par 6(u) = P, est un application linéaire de F,, dans
Ry[X].
(d) Déterminer Ker(f), on donnera sa dimension.
(e) Pour k € N, on pose Qi = (X +1)¥ — ax*.
i. Quel est le degré de Q7
ii. Montrer que la famille (Q)o<k<p est une base de R,[X].
iii. Soit k € [0, p], démontrer que Q) € Im(6).
iv. En déduire que 6 est surjective.
(f) Déduire des questions précédentes la dimension de Fj.

(g) Pour k € [0,p], on pose 2*) 1a suite définie pour tout n € N par z{*) = n* et on pose y = (a™). Montrer
que (x(o),m(l), o z®), y) est une base de Fy,.

(h) Application : déterminer la suite u € E vérifiant :

Vn eN, upy1 =2u, —2n+5
u0:—2

3. Dans cette question a =1 et on note G = {u € E, IP € R,[X], Vn € N, up1 = uy, + P(n)}.

(a) En adaptant les résultats de la question 2., donner une base de G.

(b) Application : déterminer la suite u € E vérifiant :

VneN, uptr1 =up —6n+1
UO=—2

The Golden Elephant

Suite de Fibonacci
3 2\ 412041=3+2=5+3=8+5=13+8=21
+13=34421=55+34=80+55=144 _ et
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A-Suite de Fibonacci

L’objectif de cette partie est de retrouver la formule de Binet qui donne le terme général de la suite de Fibonacci
en fonction de n a laide d’outils de [’algébre linéaire.

1. Vérifions les différentes propriétés pour avoir un sous-espace vectoriel de E.
e Par définition de I’ensemble F',on a: F C F.
e La suite nulle vérifie la relation de récurrence proposée.

e Soient (u,v) € F? et A € R, pour tout n € N, on a :
Alpq2 + Upyo = A(un—s—l + un) + (Un—i-l + Un) = ()\un-l—l + Un—l—l) + ()\Un + vn)

Ce qui permet d’affirmer que la suite Au + v vérifie également la relation de récurrence.

F est un sous-espace vectoriel de E I

2. e Montrons tout d’abord que I’application ¢ est linéaire. Soient (u,v) € F?et AeR,ona:

e(Au+v) = (Aug + vo, Aug + v1) = M ug, u1) + (vo, v1) = Ap(u) + o(v)

@ est linéaire

e Soit u € Ker(p), on a : ¢(u) = (ug,u;) = (0,0). Démontrons par récurrence double sur n :
H, @ u,=0

Pour Tinitialisation, on a bien ug = u; = 0. On fixe n € N et on suppose que up+1 = up, = 0. On & Uy =
Upt1 + Uy = 0. On en déduit que wu est la suite nulle.

Finalement Ker(p) = {Og} donc I'application ¢ est injective.

e Soient (a,b) € R%. La suite u définie par la relation de récurrence suivante :

ug=a, up =2>s
Vn €N, Upi2 = Uns1 + Uy

appartient & F' et est un antécédent de (a,b) par .

Finalement ¢ est une application linéaire injective et surjective :

 est un isomorphisme I

Le R-espace vectoriel R? est de dimension 2, application ¢ étant un isomorphisme entre F et R?, on en déduit

que F' est de dimension finie avec :

dim(F) =2

3. (a) Soit ¢ € R*, on a :
(" eF & VneN, " =¢"+q"

& ¢=q+1

S

L+vs o 1-
2 1=




MPSI2 DS7 Mathématiques Corrigé 2017-2018

On trouve :

1++5 1-+5
5 =

a1 =

(b) Les suites (q7') et (g5 ) ne sont pas colinéaires. En effet, si tel était le cas, il existerait A € R tel que :

VneN, ¢ = A\gh & Vn € N, (qi>

q2

n

=A

Ce qui est absurde car a # 1. On en déduit que les suites (q1') et (¢g5) forment une famille libre & deux

q2
vecteurs de F', or dim(F') = 2 donc (q7') et (¢3) forment une base de F'.

(1) et (gy) forment une base de F'

(¢) La suite de Fibonacci est définie par :

Fy=0, Fi =1
Vn €N, Foyo = Foi1+ F,

Cette suite appartient & [’ et d’apres la question précédente on connait une base de F' donc :
o, B) € R?, ¥ €N, F, = aql + B¢}

On détermine a et 3 avec les valeurs de Fy et F7 :

{F0:0<:>{a—|—ﬂ :0@{04 z—ﬂ@{a = —f
P =1 aq1 + B2 1 aqr — aq 1 algr—q) = 1

Or ¢1 — g2 = /5, ainsi a =

8 = ———=. Ce qui donne bien la formule connue :

V5

vneN, F, = \}g(q?—qg)

1
— et
V5
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B-Deux suites récurrentes croisées

1. L’application f est définie de R? dans R2, il reste & démontrer qu’elle est linéaire. Soient u = (r,y) € R?,
v=(2',y)ER*et \C R, on a:

fOutv) = fz+a2"  y+y)
= BOz+a) -4y +7), 30z +2") = 3\y+y))
= Abz — 4y, 3z — 3y) + (52" — 4y, 32" — 3y)

= Af(uw) + f(v)

f est un endomorphisme de R? I

2. Soient u = (z,y) € R? on a :
A (u) = f(5x — 4y, 3z — 3y) = (5(5x — 4y) — 4(3z — 3y), 3(5z — 4y) — 3(3z — 3y)) = (13x — 8y, 6z — 3y)
—2f(u) = (—10x + 8y, —6x + 6y)
—3ld(u) = (—3z, —3y)

En sommant, on obtient bien :

Vu € R?, f2(u) — 2f(u) — 3u = (0,0)

f2—2f—31d:0I

3. (a) Remarquons avant tout que G et H sont bien des sous-espaces vectoriels de R? en tant que noyaux
d’endomorphismes de R%. On proceéde par analyse-synthese.

e Analyse. Soit u € RQ, on suppose que :
u=ug+ug (1) avecug € Getuy € H

On applique f :
f(u) = flug +un) = f(ug) + flug) = 3ug —un (2)
En effet Ker(f —3Id) = {v € R2, f(v) =3v} et Ker(f+1d) = {v € R2, f(v) = —v}.

1
On effectue (1) + (2) pour obtenir u + f(u) = 4ug, c’est-a-dire ug = Z(u + f(u)). On en déduit que :

uH:u—uG:u—i(u—l—f(u)):Zu—if(u)

e Synthese. On a trouvé :

1 1 3 1
w=(qut @) + (qu- 37w)
» En utilisant la relation f2 = 2f + 3Id, on a :
Flug) = f(Gut @) = F) + ) = 170+ J@F) +3u) = > f(u) + Su = 3ug
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Ce qui démontre que ug € Ker(f — 31d).

» Avec la méme méthode, on a :

3 1 3 1
flum) = £(Gu=3F@) = SF@w) = 12(w) = $F(w)
Ce qui démontre que upy € Ker(f + Id).

Ce qui termine ’analyse-synthese et permet d’affirmer que :

God H=R?

(b) Soit u € R2, en conservant les notations de la question précédente, on sait que :

plu) = e = qut 7 f(u) ef glu) = wr = Su— ()
Ona 3 3 31
3p(u) = qlu) = Ju+ 7 f(w) - (Fu— 3FW) = f(w)

(c¢) Toujours avec les notations des questions précédentes, on a :

1 1
p(u) = s + 1 (u)
1 1
d =-Id+ - f.
one p = - +4f
De méme :
(w) = Zu— 2+ f(w)
=347y

3 1
ainsi ¢ = Zld — Zf

1 1 3 1
= Id+-fetqg="Id— - I
P=7 +4feq 1 4f

(d) On utilise les formules obtenues a la question précédente :
1 1 3 1 3 1 3 1 .5
poa=(ld+ 7)o (314-37) = g1~ 15/ + 15/ ~ 16/

Or f? = 2f + 31d ainsi en poursuivant le calcul, il vient :

3 1 3 1
=2 d— —f4+ 2 f— —(2f+31d) =
AT 16/ Tl ~ g3 3 =0

Le calcul pour ¢ o p donne le méme résultat car f et Id commutent.

poq:q0p=0l
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(e) Il'y a deux méthodes, on peut utiliser la question 3.(b), en écrivant que f* = (3p—¢q)" et utiliser la formule

du binéme de Newton dans Panneau des endomorphismes de R?, sachant que p et ¢ commutent. Il y aura
ensuite de nombreuses simplifications dans la somme puisque pog=¢gop = 0.

Cependant le plus simple est de démontrer le résultat par récurrence sur n € N, puisque la formule est
donnée.

Hn @ f"=3"p+(-1)"q
e Analyse. Pour n =0, on a f = Id qui est en effet égal & p + q.

e Synthése. On suppose que f" = 3"p + (—1)"q et on compose par f sachant que d’apres la question
3.(b),ona f=3p—gq.

frl = fof"=@Bp—q)o(3"p+(—1)"q) = 3" 'p+3x (—1)"pog—3"gop+(—1)"T1g=3""p4+ (-1)""q

en utilisant la question 3.(d) ou l'on a pog=gop=0.
Ce qui démontre que H,, est vraie et acheve la récurrence.

VneN, f"=3"p+(-1)"q

1 1 3 1
4. 1l reste a utiliser les formules de la question 3.(c), p = ZId + Zf et g = ZId — Ef' Pour n e N, on a :

an (_1)n+1
1
4 d+ 4

3.1 >:3"+3><(—1)n s

fr=3n (%Id + if) + (—1)"(11(1 - 3f

n —1)" n _1n+1
3 +3;<( )Id—i—g +(4 )

VneN, f*= f

5. Soit n € N, on remarque que f(up,v,) = (duy — 4vy, 3uy — 3vy,) = (Upt1, Unt1). Démontrons par récurrence sur
n € N que :

H, - (unvvn) = fn(u07v0)

e Initialisation. La formule est vraie au rang 0 puisque f° = Id.

e Hérédité. On suppose H,, vraie pour n € N fixé. On a :

(Unt1s Vns1) = f(tn, vn) = F(f(uo,v0)) = f*(uo,v0)

Ce qui démontre que Hy11 est vraie et termine la récurrence.

Il reste a utiliser la formule trouvée a la question précédente. Pour n € N, on a :

(Un,’Un) = fn(u077-]0)

3+ 3 x (—1)"
- D g, o) +

n _1\n+1
3+(41)f(uojvo)
3"+ 3 x (-1)"

— T(UO,’U()) +

an -1 n+1
—’_(4)(5710 — 41)0, 3U0 — 31)0)
3"+ 3 x (-1)"

= T(l,o)—%

3n 4+ (_1)n+1

6.3

_ (2 x 3n+1 + 2 % (_1)n+1 3n+1 + 3 x (_1)n+1)
N 4 ’ 4
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2 % 3n+1 1 2% (_1)n+1 ot v — 3n+1 1+ 3% (_1)n+1
n =

Vn eN, u, = 1 1

C-Etude de deux endomorphismes

1. (a) Soient u = (uy,) et v = (vy,) deux éléments de E et A € R, on a :

T(Au+v) =T((Aup +v5)) = (Aps1 + Vnt1) = AMtnt1) + (Vng1) = AT(u) + T'(v)

T est un endomorphisme de F I

De plus T va de F dans E :

Soit u € F/, on a :

ueKer(T) < T(u) =0 < (upt1) =0 & VneN, upp1 =0&Vne N u, =0

Ker(T) = {(upn) € E, Vn € N*, u,, =0}
L’application T est surjective, en effet si v = (v,) € E, on définit la suite u = (u,,) par :

ug = 1
Vn € N*, u, = vp_1

Nous avons T'(u) = v.
m(T) = E

On remarque que T est un endomorphisme surjectif et non injectif, ce n’est pas contradictoire avec le cours
puisque E n’est pas de dimension finie.

(b) i. L’application D va de E dans E, de plus D = T — Id ou Id désigne 'application identité de E dans

E. Ainsi, il est clair que :
D est un endomorphisme de F I

n+1)—n)=(1).

iii. Soit v € F, on a :

ueKer(D)< Du)=0g<YneN, uppr1 —up =0 VneN, upp1 = uy

Ker(D) est ’ensemble des suites constantes

iv. On cherche une suite u telle que :

uyg =« Uy = «@ uyg = «

{D(u)—v @{ Vn €N, upi1 — uy = vy @{ Vn €N, Upi1 = Uy + vy
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Cette relation permet de définir une suite (u,,) de fagon unique. En effet ug est imposé et si ’on suppose
connaitre u, pour un certain entier naturel n fixé alors u,41 est déterminé de maniere unique.

Il reste a donner une expression de la suite u en fonction de la suite v. Par télescopage, on a :

n—1 n—1
Vn € N*, u, = up + Z(uk-f—l —up) =ug + ka
k=0 k=0

On en déduit que D est une application surjective puisque toute suite v possede un antécédent par D.

D est surjective.

Plus précisément, il y a une infinité d’antécédents puisque o peut étre choisi arbitrairement.

v. On reprend la formule trouvée dans la question précédente. Choisissons a € R, un antécédent de la
suite (3n — 1) par D est la suite (u,) définie par :

n—1
N nn—1 n(3n —95
up = a et Vn € N7, un:a+kgo(3k—l):a+3(2)—n:a+(2)

Les antécédents de la suite (3n — 1) par D sont les suites (a +

vi. Procédons par étapes, on pose v = D(u). Par définition de D, on a : Vn € N, v, = (up41 — uyp). Ainsi :

D*(u) = D(D(u)) = D(v) = (vp41 = vn) = (Unt2 = Unt1 = Ung1 + Un) = (Uns2 — i1 + un)

Vu € E, D2(’LL) = (un+2 — 2Up41 + Un)

vii. Nous avons vu a la question (c¢) que Ker(D) est 'ensemble des suites constantes, on a :

u € Ker(D?) D?(u) = 0g
D(u) est une suite constante
JaeR, VneN, upt1 —up =a

u est une suite arithmétique

tee e

Ker(D?) est ensemble des suites arithmétiques

2. (a) e F C FE par définition de F.
e La suite nulle vérifie la relation caractérisant les éléments de F.
o Soit u = (up) et v = (vy,) deux éléments de E et A € R, notons w = Au~+v = Auy) + (v,) = (Aup +vp) :

Vn €N, dwpys = 4AUpis + Unts
= )\(971%4-2 — Gupy1 + Un) + (gvn+2 — 6v, + Un)
= 9()\un+2 + Un+2) - 6()\Un+1 + UnJrl) + ()\Un + Un)
= Ywpq2o — 6wy +wy

Ainsi la suite w vérifie la relation qui caractérise les éléments de F.

F est un sous-espace vectoriel de E I
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(b) D’apres la question 1.(b)vi., Ker(D?) est ’'ensemble des suites arithmétiques. Soit u une suite arithmétique,
il existe (a,b) € R? tels que pour tout entier naturel n, u, = an + b.

Vn €N, Qupio — 6upt1 +u, = 9(a(n+2)+b) —6(a(n+1)+b)+an+b
= dan + 12a + 4b
= 4(a(n+3)+0b)

= dUpy3

Ceci démontre qu’une suite arithmétique vérifie la relation qui caractérise les éléments de F' :

Ker(D?) C F

(¢) Soit u € E et w = D?(u). D’aprés la question 1.(b)v., on a pour tout entier naturel n
Wy = Upto — 2Unpt1 + Up. On a:

ueF & VneN, dupys =upto — 6uppr + up
< VneN, 4(un+3 — 2Upy2 + UnJrl) = Upt2 — 2Upq1 + Uy

& VneN, wygr = an

Ce qui démontre 1’équivalence souhaitée :

1
u € F si et seulement si D?(u) est une suite géométrique de raison 1

1
(d) i. Une suite u est géométrique de raison 1 si et seulement si :

I8 €R, Vn €N, u, = (%)nﬁ

On note t la suite définie par :

YneN, t, = (i)n

1
Ainsi ’ensemble des suites géométriques de raison 1 est égal & Vect(t).

: . : 1 . . .
L’ensemble des suites géométriques de raison 1 est un sous-espace vectoriel de ¥ de dimension 1

ii. Notons r et s les suites définies par :

VvneN, r,=nets,=1

u est une suite arithmétique < 3(a,b) € R?, Vn €N, u, =an+b
& 3(a,b) € R% u=ar+bs
& u e Vect(r, s)

D’autre part les suites r et s ne sont clairement pas proportionnelles, ainsi dim(Vect(r, s)) = 2.

L’ensemble des suites arithmétiques est un sous-espace vectoriel de F de dimension 2 I
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iii.

iv.

vi.

Notons f l'application D? restreinte & F. D’apres la question 2.(c)., 'image de f est I’ensemble des

1
suites géométriques de raison 1 D’autre part, le noyau de f est ’ensemble des suites arithmétiques

puisque les suites arithmétiques forment un sous-espace vectoriel de F', d’apres la question 2. D’apres
le théoréeme du rang et les dimensions trouvées aux deux questions précédentes, on a :

dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) =2+ 1 =3

dim(F) =3

Soit r € R, la suite (r") est un élément de F si et seulement si :
Vn €N, 47" — gyt 4 Gt =

Ceci équivaut a :
4% —9r* + 6r — 1 =0

Cette équation possede 1 comme solution, on factorise par r — 1 et on trouve :

1
4r3—9r2+6r—1:4(1“—1)2(7“—1)

1
Les suites géométriques de premier terme égal & 1 qui sont des éléments de F' sont (1) et <4—n>

Le sous-espace vectoriel Ker(D?) est de dimension 2 tandis que F' est de dimension 3, ainsi il s’agit de

chercher une droite vectorielle comme supplémentaire. Prenons la suite ¢t = (4%) qui est un élément
de F', d’apres la question précédente, mais qui n’appartient pas a Ker(DQ).

Démontrons que Ker(D?) @ Vect(t) = F.

e Déja dim(Ker(D?)) + dim(Vect(t)) = 24+ 1 = 3 = dim(F).

e D’autre part si u € Ker(D?) N Vect(t), on a : u qui s’écrit Mt ot A € R et D?*(u) = 0p. Avec
expression de D? trouvée & la question 2.(e) de la partie A, il vient :

1 1

1 1,1 .1 1y —3)
2 _ _ — _ - — _ — — — — = —71 =
D2(4) = (tn+2 = 2uns1 + tn) = (Arrz = 2A oy + A5 A(4n(16 25+7)) o t=0p

Cette égalité est vérifiée si et seulement si A = 0.
Ainsi Ker(D?) N Vect(t) = {0g}.
Les deux conditions sont réunies pour que :

Ker(D?) @ Vect(t) = F

D’apres la question précédente, tout élément de F' s’écrit de facon unique comme somme d’une suite

1
arithmétique et d’un multiple de la suite (4—”>

B = {(Un) € E, 3(a,b,c) eR3 VneN, un:an+b+4£n}
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3. (a) Notons r et s les suites définies par :

T, = 1 si n est pair Sp = 1 si n est impair
rn, = 0 si n est impair rn, = 0 si n est pair

Ces deux suites appartiennent a Fs et ne sont pas colinéaires.

Une suite u est périodique, de période 2, si et seulement s'il existe (a,b) € R? tels que pour tout entier
naturel n :

U, = a si n est pair
Uy, = b si n est impair

Ainsi u s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de r et s puisque u = ar + bs.

(r,s) est une base de E»

(b) 1. Soit u € E, on a T?(u) = (un,3). Ainsi :

we F3aVneEN, uys=u, < T u) =us T3u) —u=0g < uc Ker(T? — 1d)

F3 = Ker(T? — 1d)

ii. Soit u € E3 démontrons que T'(u) = (up4+1) € FEs3. Cette derniere égalité est vérifiée puisque u est
périodique de période 3 donc pour tout entier naturel n : upy3 = uy, ce qui implique en particulier
que :

Vn €N, Upts = Unt1

Ainsi (up+1) est périodique, de période 3.

E3 est stable par TI

iii. Soit u € Ker(T'—1Id), cela signifie que T'(u) = u, c’est-a-dire que pour tout entier naturel n : u,+1 = uy,.
Cela implique évidemment que pour tout entier naturel n : u,4+3 = uy,.

Ker(T —1d) C Es
iv. Soit u € Ker(T? + T 4+ 1d), on a T?(u) + T(u) + u = 0. C’est-a-dire que pour tout entier naturel n :
Upt2 + Upy1 + Uy = 0. Ainsi pour tout entier naturel n :
Un+3 = —Un42 — Un4+1 = _(_un—f—l - Un) — Up41 = Unp

Ce qui démontre que u € Fj3.

Ker(T? + T +1d) C F3

(¢) i. Démontrons que ¢ est linéaire. Soient u et v deux éléments de F3 et A € R :

1 1 1
e(Au+v) = g(()\uo—i-vo)%-()\ul +v1) 4+ (Aus —|—v2)> = /\g(uo +uy +u2)+§(vo+v1 +v2) = Ap(u) +¢(v)
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ii.

iii.

De plus ¢ est a valeurs dans R, ainsi :

@ est une forme linéaire I

Pour démontrer cette égalité entre ensembles, on procede par double inclusion.

e Soit u € Ker(T? + T 4 1d), on a vu que cela signifie que :
Vn €N, upto + Unt1 +up =0

En particulier ug + u1 + uz = 0 ainsi p(u) = 0. Ceci démontre que Ker(T? + T 4 1d) C Ker(y).

e Soit u € Ker(p), on a : ug + uj +ug = 0. Or la suite u appartient & E3, ce qui signifie que pour tout
entier naturel n : uy3 = u,. Démontrons par récurrence sur n € N que :

Hn @ Upgo + Uppr +up =0

e L’initialisation est acquise par hypothese.
e Fixons n € N et supposons que tn42 + Unpt1 + Uy, = 0. On a :

Up43 + Upt2 + Unil = Up + Upt2 + Upypl = (_un+2 - unJrl) + Upg2 + Upt1 = 0

Ce qui démontre que H, 11 est vraie et achéve la récurrence.

Finalement pour tout entier naturel n : unp42 + Un41 + un = 0, c’est-a-dire que u € Ker(T2 + T +1d).
Ce qui démontre que Ker(p) C Ker(T? + T + Id).

Ker(p) =H

Soit u € H, on a vu dans la question 2.(d) que u est périodique de périodique 3 et de plus pour tout
entier naturel n € N : uy 19+ up41 +u, = 0. Ainsi, connaitre ug et w1 suffit a définir de fagon unique la

suite u puisque uo = —uq — ug et les termes suivants se déduisent par 3-périodicité. Plus précisément
u = ugp + u1q ou les suites p et g sont définies par :
{pozl,m:O,pz:—l {QOZOa%:LQQ:_l
VneN, pnig=pn Vn e N, gnyz =qn

Ceci démontre que H = Vect(p, q). De plus p et ¢ ne sont clairement pas colinéaires. Finalement (p, q)

est une base de H et :
dim(H) =2

11 s’agit d’appliquer le théoréme du rang, F5 étant de dimension finie (cela se démontre comme pour
E) :
dim(E3) = dim(Ker(y)) + dim(Im(p))

Or ¢ est une forme linéaire non nulle, elle est surjective d’ott dim(Im(p)) = 1. D’autre part, Ker(yp) = H
qui est de dimension 2 d’apres la question précédente. On obtient :

dim(E3) =3
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1.

iv. Nous avons déja vu a la question 2.(c) que Ker(T —Id) est égal a 'ensemble des suites constantes. Ce
sous-espace vectoriel est de dimension 1 puisqu’il est égal a Vect((1)).
Ce qui démontre que dim(G) + dim(H) = 3 = dim(E3). Il reste a vérifier que G N H = {0g}. Soit
ue GNH.

e Comme u € GG, u est une suite constante.

e Comme u € H = Ker(p), on a ug + uj + uz = 0.
Etant donné que u est constante pour tout entier naturel n : u,, = ug. Ainsi 3ug = 0 d’ott ug = 0 et
par suite u = Og. Ceci démontre que G N H = {0g}. Les propriétés soulignées suffisent & affirmer que :

G@H:Egg

v. D’apres la question précédente, une base de E3 est obtenue par la concaténation d’une base de H, que
nous avons déterminée a la question 3.(b), et d’'une base de G.

Une base de Ej3 est ((1),p,q)

vi. Soit u € F3 que l'on écrit sous la forme u = v+ w avec v € G et w € H. Notons I' la projection sur G
parallelement & H. D’apres le cours, nous avons : I'(u) = v. Explicitons cela pour tout entier naturel
n:
Un42 + Unt1 + Un = (Vng2 + Un1 + p) + (Wng2 + Wpg1 + wn) = 30,

Ceci en utilisant le fait que pour tout entier naturel n : wy42 + wpt1 + wy, = 0 puisque w appartient

1
a H et le fait que v est une suite constante. On en déduit que I'(u) = 3 <u + T(u) + T2(u)).

1
F:§<Id+T+T2)

D-Etude d’une famille de suites récurrentes

(a) Soit u € E,. Le réel b est déterminé de maniére unique par la donnée de la suite u car b = u; — auy.

Le réel b est unique.

(b) i. L’ensemble F; est constitué des suites qui vérifient :

Vn € N, upt1 = up + b ot b est un réel fixé

FE est I’ensemble des suites arithmétiques.

ii. L’ensemble Ej est constitué des suites qui vérifient :

Vn € N, up41 = b ou b est un réel fixé

Fy est 'ensemble des suites constantes a partir du rang 1 I
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(c) Montrons que E, est un sous-espace vectoriel de E.
eOnak, CFE.
e La suite nulle appartient a F,, en prenant b = 0.

e Soient (u,v) € E2 et A € R.
Vn € N, Mupt1 + vne1 = AMauy, + by) + (avy, + by) = a(Auy + vy) + Aby, + by

Ce qui permet d’affirmer que la suite Au + v appartient & F, avec byyyy, = Aby + by,

FE, est un sous-espace vectoriel de E I

(d) Soient (z,y) € R?, on suppose que Az + py = 0, démontrons que A =y =0. On a :

VYneN, A+ pua" =0

En particulier pour n = 0 et n = 1, on obtient :

A+p=0 A=0
{ A+ap=0 (:}{ uw=20
ceci en utilisant I'hypothese a # 1. Nous venons de démontrer que la famille (z,y) est libre dans E, de plus
ces suites appartiennent a F, car :
l=al+(l—a)doncb,=1—a

Vn e N, a"t! = a.a™ 4+ 0 donc by =0

(z,y) est une famille libre de E,

() i Ona:
)\_auo—ul
Az + pyo = uo o A+ p=ug o T oa—1
Azr1 + pyr = ug A4 ap = ug M:ul_uo
a—1

Ce qui démontre 'existence et l'unicité des réels A et pu.

ii. La suite u € E, ainsi u; = aug + b, donc :

by = ur — aug = Az1 + py1 — a(Azo + pyo) = Mx1 — axo) + pu(y1 — ayo) = by + uby

by = Ab, ﬂmyl

Démontrons par récurrence sur n € N :
Hy Uy = ATy + pYn
e Initialisation. D’apres la question précédente, on a Hy et H; qui sont vraies.

e Hérédité. On fixe n € N et 'on suppose que u, = Az, + py,. On sait que la suite u appartient a
FE, ainsi :

Upt+1 = AUy +by = a(Azp+1yn)+b = a( ATy, +pyn )+ by +uby = Mazp+by)+p(ayn+by) = Axn1+1Ynt1

Vn € N, un:)\xn-i—uynl

Ce qui termine la récurrence.
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iii.

ii.

Nous avons démontré lors de la question précédente que toute suite u € F, s’écrit comme combinaison
linéaire de z et y : la famille (z,y) est une famille génératrice de F,. D’apres la question 1.(e).i., c’est
également une famille libre, on en déduit que :

(x,y) est une base de E, et dim(E,) = 2

On peut écrire :

E,={uckFE, I\ p) €R? VneN, u, =X+ pa"}

. Démontrons tout d’abord que I’application ¢ est linéaire. Soient (P, Q) € R, [X]2 et AeR:

P(AP + Q) = (AP + Q)(k))o<k<p = MP(k))o<k<n + (Q(k))o<k<p = Ap(P) + ¢(Q)

p est linéaire

Soit P € Ker(yp), pour tout k € [0,p], on a: P(k) = 0. Le polynéme P est de degré au plus p et possede
p + 1 racines : c’est le polynéme nul. On en déduit que Ker(yp) = {0} et par suite ¢ est injective.

D’autre part, dim(R,[X]) = dim(RP™) = p + 1, une application linéaire injective entre deux espaces
vectoriels de méme dimension est bijective.

© est un isomorphisme.

On se donne deux polynémes (P, Q) € R,[X ]2 qui répondent a la question, c’est-a-dire que :

Vn €N, upt1 = auy, + P(n) = au, + Q(n)

Ainsi pour tout i € [0,p], P(i) = uit+1 — au; = Q(i), c’est-a-dire que ¢(P) = ¢(Q) : on en déduit que
P=Q.

Vu € Fy, 3P, € Ry[X], Vn € N, up41 = au, + P(n)

(b) Vérifions les propriétés requises pour avoir un sous-espace vectoriel de E :

o [, CF.
e La suite nulle appartient a F, en prenant P = 0.
e Soient u et v deux suites de F, et A € R, pour tout n € N, on a :

AMini1 + Upi1 = Mau, + Py(n)) + avy, + Py(n) = a(Auy, + vy) + (APy(n) + Py(n))

Ce calcul permet d’affirmer que la suite Au 4+ v appartient a F en démontrant au passage que Pyyi, =
AP, + P, en utilisant 'unicité démontrée a la question précédente.

F, est un sous-espace vectoriel de F I

Déja I'application 6 est correctement définie car pour toute suite u € Fy, il y a un unique polynéme P,
associé. Soient (u,v) € Fa2 et A € R, on a vu a la question précédente que Pyyyy, = AP, + P, c’est-a-dire
que §(Au +v) = A0(u) + 0(v).

0 est linéaire



MPSI2

DS7 Mathématiques Corrigé 2017-2018

(d) Soit u € Ker(f), on a : (u) = P, = 0, c’est-a-dire que :

(e)

Vn €N, upt1 = aup

On sait alors que pour tout n € N, u,, = a"ug. On a démontré que :

Ker(0) = Vect((a")) et dim(Ker(6)) =1

i. Soit k € N, on a :

k k k—1 k
Qr=X+1F—axt=>" <Z)X —aX"=(1-a)X*+) <Z>X
=0 =0

D’apres I’énoncé, on a a # 1, on en déduit que :

deg(Qr) =k

ii. D’apres la question précédente, la famille (Qx)o<k<p est de degrés échelonnés donc c’est une famille
libre de R,[X]. Son cardinal est égal a la dimension de R,[X], on en déduit que :

(Qi)o<k<p est une base de R,[X]

iii. Soit k € [0, p] et u la suite de terme général : u,, = n*. C’est une suite de F, car pour n € N, on a :
_ k_  k k k_
Upt1 = (n+1)" =an” 4+ (n+1)" —an” = au, + Qx(n)

On a bien 6(u) = Q) donc :

VEk € [0,p], Q€ Im(0)

iv. D’apres les questions ii. et iii., on a R,[X] = Vect((Qk)o<k<p) C Im(#). De plus Im(§) C R,[X] par
définition de l'application linéaire 6. On en déduit que Im(¢) = R,[X].

0 est surjective.

On a envie d’appliquer le théoréme du rang pour en déduire la dimension de F, mais a ce stade de [’étude

on ne sait pas si F, est de dimension finie.

Montrons d’abord que F, est de dimension finie. Par 'absurde, si F, n’est pas de dimension finie, il est
possible de trouver une famille libre de F, de cardinal arbitrairement grand, par exemple de cardinal p+ 3.
Notons F,, le sous-espace vectoriel engendré par cette famille de vecteurs, on a : dim(F.) = p + 3. On

considere l'application 6| ,, on a Im(6) ,) C Im(0) d’ot :

dim(Im(6),,)) <p+1

On a également Ker(6| ,) = Ker(6) N F! c Ker(0) d’ott :

a

dim(Ker(6,,)) <1

a
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On applique le théoreme du rang a 9|F, , Pespace vectoriel F. étant bien de dimension finie :
p+2 > dim(Ker(f,)) + dim(Im(0, ,)) = dim(F))=p+3
C’est absurde donc F, est bien de dimension finie et on peut appliquer le théoréeme du rang a 6 :

dim(Ker(0)) + dim(Im(f)) = dim(F,) =1+ (p+ 1)

dim(F,) =p+2

Soit k € [0,p], on a vu dans la question (e)iii. que z®) appartient & F, avec Q(m(k)) = Q.
Nous avons vu également dans la question (d) que y € F, avec O(y) = 0. Les p + 2 suites proposées
appartiennent a F,, or dim(Fy) = p + 2, il suffit de démontrer que la famille est libre.

Soient (Ag)o<k<p+1 € RPT2, on suppose que :

P
Z AP Ant1y =0
k=0

On applique # pour obtenir :

P P
Z)\ke(x(k)) +Ant10(y) =0 & Z ArQr =0
k=0 k=0

Or la famille (Q)o<k<p est une famille libre d’apres la question (e)ii., on en déduit que : Vk € [0,p ], Ax = 0.
On obtient alors A\,+1y = 0, y n’étant pas la suite nulle, cela donne : A\, 11 = 0. La famille ((az(k))ogkgp, Y)
est une famille libre de F, par cardinalité :

((x(k))ogkgp,y) est une base de Fj,

Dans cet exemple, on a a = 2 et p = 1 puisque le polynéme — X +5 appartient & Ry [X]. D’apres la question
précédente, une base de F, est ((1), (n), (2")). Ainsi, il existe des scalaires uniques (o, 8,7) € R? tels que :

VneN, u, =a+ fn+~2"

Il reste a trouver «, § et v avec les premiers termes de la suite. On a ug = —2, u; = 1 et ug =5 d’ou :
a+y=-2 a=—-2—7 oa=—-2—7 a=-3
a+pf+2yv=1 &< B+y=3 &< =3—-7 & =2
a+20+4y=5 26+3y=7 v = vy=1

Vn € N, un:—3+2n+2nl

On reprend les questions (a), (b), (c) et (d) de la question 2 en notant qu’ici Ker(#) = Vect(y) ou y est la
suite constante égale a 1.

Par contre, nous devons modifier la famille de polynomes (Qx)o<k<p pour avoir une base de R,[X] puisque
dans la question 2.(e)ii., on utilisait a # 1. Pour k € [0,p], on pose Q = (X + 1)*1 — X*1 on a alors
0((n**1)) = Qi et (nF1) € G. On en déduit de méme que 6 est surjective et Im(f) = R,[X] et par suite
on a également : dim(G) = p+ 2

Comme dans la question 2.(g), on a la famille ((n), (n?), ..., (n”?™1), (1)) qui est une base de G.
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(b) Dans cette application, on a p = 1. D’apres la question précédente, il existe des uniques coefficients réels

(a, B,7) tels que :
VneN, u, = a+ fn+yn?

Il reste a trouver «, 3 et « avec les premiers termes de la suite. On a ug = —2, u; = —1 et up = —6 d’oti :
a=—2 a=—2 a= -2
a+B8+y=-1 S f4+y=1 S =4
a+28+4y=—-6 OB+ 2y=-2 v=-3

Vn € N, un:—2+4n—3n2l



