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Exercice 1

VheH, VfeF, hQOf
vVfeF, IheH, fO
Il ne faut pas oublier que les deux hommes en question doivent étre différents, d’ou la condition hy # he.
Cela donne :
af e F, 3 €M, Fha € H, (fOhy et fOhy et hy # ha)
dfeF, fOf
JheH, IV eH, I3feF, (hOW et hQf)

Il faut exprimer le fait que tous les hommes aiment toutes les femmes, que toutes les femmes aiment tous les
hommes, que tous les hommes aiment tous les hommes et que toutes les femmes aiment toutes les femmes.
Ce qui peut par exemple s’écrire :

VheH, Vi e H,Vfe F,Vf e F, (hQNW et hQfet fOhet fOFf)
Ce qui peut s’écrire de facon condensée avec une union :

Vee HUF, Yy e HUF, zQy

Certaines femmes sont aimées de tous les hommes.

Tout homme aime au moins une femme.

Par rapport o la premiére assertion, seul 'ordre des quantificateurs a changé. On constate que cela change
le sens de la phrase.

Certaines femmes aiment tous les hommes.
Pour chaque homme, il y a une femme qu’il aime et dont il est aimé.

Pour chaque homme, il y a une femme qu’il aime mais dont il n’est pas aimé.



(f) Pour chaque homme, il y a une femme qui 'aime et une femme qu’il aime.

Notez la différence par rapport a la question (d), la femme que h aime n’est pas forcément celle qui l’aime.

e Négation : Brenda n’aime pas Mike ou n’aime pas Dick.

e Avec des quantificateurs : BOM et BO D.

e Négation avec des quantificateurs : B %2 M ou B & D.

e Négation : Certains hommes n’aiment ni Jenny ni Brenda.

e Avec des quantificateurs : Vh € H, (hQ J ou hQ B).

e Négation avec des quantificateurs : I3h € H, (h & J et h ¥ B).
e Négation : Jenny aime un homme.

e Avec des quantificateurs : Vh € H, J 7 h.

e Négation avec des quantificateurs : dh € H, J O h.

e Négation : Brenda n’aime aucune femme.
e Avec des quantificateurs : 3f € F, BQO f.
e Négation avec des quantificateurs : Vf € F, B f.

e Négation : Aucun homme n’aime Brenda et Jenny.

e Avec des quantificateurs : 3h € H, (RO B et hQJ).

e Négation avec des quantificateurs : Vh € H, (h & B ou h & J).

e Négation : Aucun homme n’aime Brenda ou aucun homme n’aime Jenny.
e Avec des quantificateurs : (3h € H, hQ J) et (3h € H, hQO B).

e Négation avec des quantificateurs : (Vh € H, h & J) ou (Vh € H, h & B).

.
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VheH, (BOh= JOh)
VheH, (WOBethQJ)=DZh

Cette phrase signifie d’une part que Brenda et Jenny aiment Mike : BO M et J O M. D’autre part,
c’est le seul, c’est-a-dire que si une homme est aimé de Brenda et Jenny alors c’est Mike :

VheH, (BOhet JOh)= h= M. Finalement, on obtient :

(BOM et JOM) et (Yh €M, (BOhet JOh) = h= M)

Soit h € H pour exprimer que h est homosexuel, on peut écrire : 3o’ € H, hQh'. On a alors :

VheH, (WP BethDJ)= GW €H, hON)

. Mike aime toutes les femmes qui ’aiment.

Si toutes les femmes aiment Mike alors Mike aime toutes les femmes.
Jenny n’aime pas les hommes qui aiment Brenda.

Si Jenny aime un homme, il s’agit de Mike.

On remarque que cela ne signifie pas que Jenny aime Mike, peut-étre que celle-ci n’aime personne ou
que des femmes.

Les hommes qui aiment toutes les femmes aiment aussi Jenny.

Tout homme qui aime une femme aime Jenny.



ii.
iii.

iv.

ii.
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Dick aime un homme qui aime Brenda et Jenny.

Certains hommes, autres que Mike, sont aimés de Brenda et Jenny, ou Mike n’est pas aimé de Brenda

. Il existe un homme que Brenda aime mais pas Jenny .

ou Mike n’est pas aimé de Jenny.

Certains hommes n’aiment ni Brenda ni Jenny mais ne sont pas homosexuels.
CAfeEF, (fOMet M f)
(VfeF, fOM)et (3feF, MPf)

dh € H,
dh € H,

. dh e H,

dh € H,

~—~ /S~

hQB) et (JOh)
JOh) et (h # M)
VFEF, hOf) et h P J
AfeF, hOf) et kS J
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Probléme

(a) Soit n € N*, la fonction h,, est dérivable sur | — 1, +o0[ comme somme et quotient de fonctions usuelles qui
sont dérivables sur | — 1, +oco[. Pour tout z €] — 1, +o0[, on a :

n l+z—=x nr+n-+1

“1vz T Ute?  (dtap

ho ()

Or x > —1 donc nx > —n et par suite nx + 2 > 0. On en déduit que le numérateur de h, est strictement
positif sur | — 1, 400, d’ott h,, est strictement positive sur | — 1, +o0].

hy, est strictement croissante sur | — 1, 400

(b) On a hy,(0) =0 et h,, strictement croissante sur | — 1, 400[, ce qui nous donne le signe de h,, :

hy, est négative sur | — 1,0] et h, est positive sur [0, +oo]

(¢) i Pourn=1ona fi:z+~— xln(l+ z). Cette fonction est clairement dérivable sur | — 1, 4+00[ comme
produit et composée de fonctions dérivables.

Pour tout x €] — 1, +o0[, on a :

fi(x) =In(1+2)+

T
=h
1+=x 1(x)

Vo €] — 1,400, fi(z) = hi(z)

ii. On connait le signe de hy d’aprés la question 1.(b), on en déduit le signe de f; et par suite :

f1 est strictement décroissante sur | — 1,0] et fi est strictement croissante sur [0, 00|

(d) Soit n € N\ {1}.
i. La fonction f,, est dérivable sur | — 1, 4o00[ comme produit de fonctions dérivables.

Pour tout = €] — 1, +o0[, on a :

fi(z) =nz" 'n(1 + ) + = 2" (n In(1+z)+ %) = 2" h,(z)

1+

Vz €] —1,+o0|, fi(z)= x"ilhn(w)

ii. Le signe de 2" ! pour €] — 1, +o0o[ dépend de la parité de n. Plus précisément, on a :

x -1
hy () -
.T”_l .
n pair:| f! + 0

T —1
hy, () —
.,1,1171 +
1l (x) — 0
fa (@) | +o0 N

oo

OO O

n impair :

N+ [+ |+
N+ [+]+

fn () 0
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ii.

1il.

. Soit n € N* et « € [0,1], on a 2" — 2"

Pour les limites en —1, on a pour n > 2 :

e sin est pair, lim 2" =1et lim In(1+ )= —oco donc lim f(z) = —oo.
z——1 z——1 z——1

e sin est impair, lim 2" = —1et lim In(l1+ )= —oo donc lim f(z) = +oo.
z——1 rz——1 z——1

Dans les deux cas, la droite d’équation = —1 est asymptote verticale a Cy, .

La limite en 400 ne pose pas de probléme. Il n’y a pas d’asymptote en 400 car lim f(z) = 400 mais

T—>+00
lim ) = lim 2" 'In(1 + ) = 400 car n > 2.
r—+oco I Tr—+00

. Soit z € [0, 1]. Pour effectuer le calcul proposé, on peut réduire le membre de droite au méme dénomi-

nateur puis identifier. Voici une autre méthode :

x? ?-1+1 (2+D)x-1)+1 (z+1)(z-1) 1 1
r+1 r+1 z+1 z+1 z+1 z+1

On peut choisira=1, b=—-1et c = 1.

On utilise la décomposition trouvée a la question précédente pour faire ce calcul :

12 1
T 1 1 1
dz = (—1 761:[72— In(1 }
/0$+1$ /0 x +x+1)x 5% x + In( +x)0

En simplifiant, cela donne :
1.2
1
/ T iz = In(2) — -
0 X ‘I‘ 1 2

Vz € [0,1],

1
On doit calculer Uy = / xIn(1 + x)dx. Nous allons utiliser la méthode d’intégration par parties, que
0

I’on verra prochainement en cours et qui est présentée a la page 29 du document de pré-rentrée. On
pose :

o(@) =l +) @)=
u'(z) =2 u(x) = %xQ

. / / . . .
Les fonctions u, v, u' et v’ sont continues sur [0, 1], on a ainsi :

1 1 1 1 2 In(2 1 1 2 1
/ xIn(l + x)dx = [f:p2ln(1+x)} —/ T dr= n(2) —/ T dr=-
0 2 0 0 2(1—|—x) 2 2 0 1+$ 4

Ceci en utilisant le résultat obtenu a la question précédente.

=z"(x —1) < 0et In(l+2) > 0. On en déduit que
(2" —2™) In(1+2) <0, c’est-a-dire " In(1+z) < 2™ In(1+ ). On intégre cette inégalité sur [0, 1],
par croissance de l'intégrale, il vient :

1 1
Upi1 = / 2" n(1 + z)dx < / 2" In(1l + x)dz = U,
0 0
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(Up)nen+ est décroissante

ii. Soit z € [0,1], on a 1 +z < 2 donc par croissance de la fonction In, In(1 + z) < In(2). On multiplie par
x" qui est positif pour obtenir 0 < 2" In(1 + x) < 2" In(2). Par croissance de I'intégrale, il vient :

v }1 _ In(2)

n+1lo

1 1
0< "In(1 dr < "1n(2)dzr = In(2
/Ox n( —i—x)x/ox n(2)dz n()[ 0 ntl

In(2)

VnGN*, OSUnS
n+

_

In(2
iii. En utilisant I'inégalité précédente et le théoréme d’encadrement, étant donné que lim (2)

- n—+oon + 1
n—-+o0o

(¢) i On fixe x € [0,1] et n > 2. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison —z,
on applique la formule sachant que = # —1 :

=0, on

n

B B n B 1— (_$)n+1 B 14+ (_1>n$n+l B 1 (_1)nxn+1
e _kzﬂ)(_l)kxk_kgo(_x)k_ 1—(—2) 1tz 1+z' 1tz

ii. On intégre 1’égalité précédente entre 0 et 1 sachant que, par linéarité de U'intégrale, I'intégrale d’une
somme est égale & la somme des intégrales. D’une part, pour le membre de gauche :

/01 (i(—l)kxk)dx = i(—l)k /01 rde = Z(—l)k [Z—i— 1](1) = i (k_—i)l

k=0 k=0 k=0 k=0

1 —_1)" n+1
+( )’z )d:r:
1+ 14z

1 dr 1 (_1)nxn+1 1 (—1)”xn+1 1 (_1)n$n+1
2 dr=In(1 ! 2 dr=1In(2 ~ 2 4
/0 1—|—a:+/0 i ] +x>]0+/0 1+z ° n()+/0 v

1
D’autre part, pour le membre de droite : / <
0

On en déduit la formule annoncée :

g (_1)k_ n lx
Zk+1—ln(2)+(—1) /0 1+xdaz

k=0

1 1
iii. Soit n >2,ona: U, = / fo(z)dx = / 2" In(1 + z)dx.
0 0

Pour faire ce calcul, on va effectuer une intégration par parties en posant :

v(r) =In(l+2z) J'(z)=
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. / . .
Les fonctions u, v, v et v' sont continues sur [0, 1], on obtient :
) b 7 )

U —[mnﬂ 1n(1+x)}1_/1f“"+1dx—ln(2)_ ! /1 " @)
"ln+1 0o Jo m+D)(1+2) " n+l n+l)) 1+x

Cette derniére intégrale peut s’exprimer a ’aide de la question précédente et I'on a :

/01 ff;dx - (—1)"(Zn: (k_j)f “m(2) @

k=0
En combinant les égalités (1) et (2), il vient :
n(2) (=" ~ (-1
¥n > 2, U, = (1n(2) - )
"= 1\ k1




