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DEVOIR A LA MAISON N°01 : CORRIGE

SoLuTION 1.

2.
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a. Ontrouve fi:x— 3, fHrXx——gx“+xet fi: x> —x*+gx° —gx°+35x.

b. fi est clairement strictement croissante sur [0, 1].

f> est polynomiale donc dérivable sur [0, 1] et
1
Vx€[0,1], f(x)= I—Zx >0

donc f; est strictement croissante sur [0, 1].
f3 est deux fois dérivable sur [0, 1] et pour tout x €R,
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Le trindme —33—2X2 + %X— % admet pour racines 4 — %ﬁ et 4+ %E. Puisque 4 — %ﬁ > 1, f) est strictement

négative sur [0, 1]. Ainsi f; est strictement décroissante sur [0, 1]. Puisque f;'(1)=1/2>0, f;’ est strictement
positive sur [0, 1], de sorte que f; est strictement croissante sur [0, 1].

c. En regardant la suite des questions, on devine les positions respectives des courbes de f;, f> et fs.
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a. On raisonne par récurrence. Tout d’abord, 0 < uy =0< /x.

Supposons que 0 < u,, < +/x pour un certain n € N. Alors

1
un+1=un+§(x—ui)>un20 car u’ < x
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et

ﬁ—unﬂ=ﬁ—un—%(x—ui)=(ﬁ—un)(l—%(ﬁ+un))

Or, d’une part, v/ x—u,, = 0 et, d’autre part, v/x < 1let u, <+/x <1doncl— %(ﬁ+ u,) = 0. On obtient bien
VX—Uy =0.
Finalement, on a montré que 0 < u,, < 4/ pour tout n €N.

b. Soit neN.
1 2
un+1—un=£(x—un)>0

car 0< u,, < +/x. Ainsi (u,,) est bien croissante.

c. D’apres la question précédente, (u,,) est croissante et majorée. Notons ¢ sa limite. La relation de récurrence
vérifiée par (u,) implique que £ =¢ + %(x —(?) et donc que £? = x. Or (u,) est positive d’aprés la question
précédente donc £ > 0 puis £ = v/X.

3. a. Soit(n,x)eNx[0,1]. On a déja remarqué que
1
0% VE— fual)= (VF—f(0) (1= 5(/F+ £

Or on sait également que 0 < f,(x) < v/x donc vx— f,,(x)>0et 1— %(ﬁ—kfn(x)) <1-— g Finalement,

0< VX — fn(x) < (VX —fi(x)) (1 - g)

On montre alors par récurrence que pour tout n € N

0< ﬁ—fn(x)sﬁ(l—g)

b. Soit n € N*. ¢,, est dérivable sur [0, 1] et pour tout ¢ €[0,1],
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On en déduit que ¢,, est croissante sur [0, m] et décroissante sur [%, 1].
Notamment, ¢,, admet un maximum et celui-ci vaut

) 0-n)
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c. Soit n € N*. On a montré précédemment que pour tout x €[0,1],

2 2 n
0<VE- DS puVD< o (127

Or pour n € N*, 0 < 1—%“ <1 donc
2
0< ﬁ— fn(X) < I’l_+1
Ceci étant valable pour tout x €[0,1], 0<M,, < niﬂ
Le théoréme des gendarmes permet alors d’affirmer que (M,,) converge vers 0.

SOoLUTION 2.

. +1 . ,
On sait que S, = % On raisonne alors par récurrence.

Il est clair que T; =S7 =1.
Supposons que T, =S? pour un certain 7 € N*. Alors

S2 ., =(S,+(n+1))
=82 +2(n+1)S,+(n+1)

=Tn+2(n+1)-@+(n+l)2

=T,+n(n+17>+(n+17>
=Ty +(n+17 =T,
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