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Devoir Vacances N°4

Nombres Réels

Probleme A :

1. Résoudre dans R les équations suivantes :
(a) 2:63 — 3[E2 — 27x = 0
2. Resoudre dans R I'inéquation : =5 < %3

3. Résoudre dans R l’'inéquation : v/3z2 + 4z + 2 > 2x + 3.
Probleme B :

1. Montrer que pour tous réels x,y on a :
(x +y)? = 4oy
2. En déduire que pour tous réels strictement positifs a, b, ¢, on a :
(b+ c)(c+ a)(a+ b) > 8abc
3. En notant S = a + b + ¢, développer et simplifier le produit :
(5 —=a)(§—=0)(S —c)
4. Déduire de 2. et 3. que :

1 1
S+ =9
&

1
b -
(a + —|—C)(a—|—b

Probleme C :

On admet que :
(E) Vx € R, sin(52) = 16sin”(x) — 20sin®(z) 4 5sin(x)
a) Résoudre dans R I’équation 16 X2 — 20X + 5 = 0.
b) Montrer que : \/%5 < @ < %5

c) Déterminer la valeur de sin($) en évaluant en ¢ ’équation (F).
d) En déduire la valeur de cos(%).
e) Montrer que 4 cos®(%Z) —2cos(£) — 1 = 0.

f) En déduire une écriture plus simple de cos(%).
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Probleme A :

1(a) On a 22° + 322 — 272 = (22 + 3z — 27) donc, par régle du produit nul, z = 0
ou 222 + 3z — 27 = 0.

Pour résoudre la deuxieme équation, on calcule A = 3% —4 x 2 x (—27) = 225 > 0.

Donc les deux solutions sont 1 = ’3;15 = —% et r9 = 3+15 = 3.
Donc finalement |S = {—32;0;3}|.

(b) On remarque tout d’abord que les quotients ne sont pas définis pour z = —1 ou
r = 1. Le domaine de résolution est donc | — oo; —1[U] — 1; 1|U]1; +o0[. Sur ce
domaine, on a

1 N - ]
r+1 z-—-1
r—1+z+1—(z+1)(xz—1) _0
(x+1)(z—1)
—2? 4+ 2z +1 0
(z+1)(z—1)
= —2°4+2x+1=0 surle domaine de résolution.

On calcule A = 8 et les deux solutions sont x; = 2+2\[ =14+vV2et 29 =1-—V2.

S={1-v2;1+V2}|

2. On remarque tout d’abord que les quotients ne sont pas définis pour x = 2 ou x = 3.

Le domaine de résolution est donc | — 0o; 2[U]2; 3|U]3; +o00[. Sur ce domaine, on a

r+1 < T 1
r—2 x—-3

(x+1)(x—=3)—(z—1)(z—2) <0

(x —2)(z — 3) -
x— 9
<0
(x —2)(x—3) —
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On dresse alors le tableau de signes :

x —00 2 3 5 +00
r—9 - — - 0 +
r =2 = 0 + + +
x—3 — — 0 + +
r—5 O
@ 2)(z—3) - + - +
On a donc | S =] — o0; 2[U]3; 5] |

3. On étudie d’abord le domaine de définition. Pour le polynome 3z% + 4z + 2, on a
A = —8 donc le domaine est R. Ensuite, remarquons que si 2x + 3 < 0, c’est a dire
x < —% alors x est solution. Il reste a étudier le cas x > —%. On peut ici élever au
carré, on obtient alors 322 +4x +2 > 42?4+ 122 +9 donc 0 > 2>+ 8x + 7. Les racines
—1 et —7 sont évidentes donc finalement, | S =] — oo; —1].

Probleme B :

1. Pour tous réels z,y on a : (v +y)? — 4oy = 2® — 22y + 3*> = (v — y)*> > 0 donc
(x +y)* > dxy.

2. Comme a, b, c sont strictement positifs, par passage au carré, on a :
(b+c)(c+a)(a+b) > 8abc <= (b+ c)*(c+ a)*(a +b)?* > 64a*b>*c%.
Or en appliquant la question 1 avec b, ¢ puis a, ¢ puis a, b, on a :
(b+c)*(c+a)*(a+b)? > 4bc x dac x 4ab = 64ab*c>.

3. (S—a)(S—=b)(S—c)=5"-S%*(a+b+c)+ S(ab+ac+bc)—abcor S =a+b+c
donc S*(a+b+c)=S3et (S —a)(S—b)(S —c) = S(ab+ ac + be) — abe.

4. En utilisant 2., on a : (b+c¢)(c+a)(a+b) > 8abc donc (S —a)(S —b)(S —c¢) > 8abe.
Een utilisant 3., on obtient S(ab+ ac+ bc) —abe > 8abce done S(ab+ ac+ be) > 9abe.
Finalement, 24t > 9 cegt & dire (a + b + c) (L+141) >0

abe
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Probléeme C :

a) On calcule A = 400 — 320 = 80 donc les solutions sont X; = 2 35F = 5*8*/5 et
Xy = 55,

b) Comme4<5<9 ona2<+5<3donc0<5—+5<4<5++/5.
Donc 2= \f < < 5+f . Et comme tous les termes sont positifs,

[ V2 /_
8 2 8 -
c) En remplassant x par ¢ dans (E) et comme sin(7) =0, on a :

16sin®(Z) — 20sin®(Z) + 5sin(Z) = 0. Posons alors X = sin(Z), on a :
16X° — 20X3 +5X =0 <= X(16X* — 20X? + 5) = 0. En utilisant la question a),

on obtient :
XIOOUX:_\/%OUX:\/%EOUX:—1/5+8\/EOU_X: /5+8\/5.
5-v5

Comme 0 < £ < F,onal <sin(z) <sin(}) = % donc finalement |sin(g) = 1/ 5> |

d) Comme cos(f) >0, on a :
cos(f) = /1 — sinQ(g) = \/1 — —5’8‘/5 = \/—3+8\/3.

e) D’aprés la question b), on a : 16sin*(Z) — 20sin*(£) + 5 = 0 donc
16(1 — cos*(£))* — 20(1 — cos*(£)) +5 = 0 donc 16 cos?(£) — 12cos*(¥) +1 = 0. Or
4cos?(f) — 2005(%) 1=0<=4cos’(f) — 1 =2cos(%)
> (4cos?(E)—1)% = (2cos(E))* <= 16cos’() — 8cos2(%)—|—1 = 4cos’(f). CQFD

f) En posant X = cos(¥) dans e), on a 4X* —2X — 1 = 0 dont les solutions sont

X = H\[ et Xo = 1= ‘[ . Comme cos(§) > 0, on obtient |cos(F) = # :




