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Exercice 1
On considére la suite u définie par Vn > 0,

Upi1 = up —u2 et ug € [0,1]
1. Déterminer la monotonie de la suite u

2. Montrer que Vn € N, u, € [0,1]

3. En déduire que la suite u est convergente et expliciter sa limite.

Exercice 2

1 2
Soit u la suite définie par : ug = = et, pour tout n € N: u, 1 = Un
2 Up + 1
1
1. Montrer que Vn € N, wu, € [5, 1]

[N

. Montrer que la suite u est monotone.

3. Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite.

e

(a) Déterminer le signe du trinome 222 — 3z + 1

2
(b) Montrer que ¥n 20, 0<1—1uy4q < §(1 — Up).

(c¢) En déduire que Vn > 0,

(d) Retrouver ainsi que la suite u est convergente.

Probléme : La formule de Stirling

Le but de cet exercice est de démontrer partiellement la célebre formule de Stirling :

n!
lirll ———— = V27
n—-—1+0oo _\n n
Cyva
n!
En fait, nous allons "seulement" prouver que la limite lim —m———

()

ment positive (ce qui est en soi est déja un trés bon résultat)

existe et est stricte-

Partie I : Quelques encadrements remarquables

L’objectif de cette partie est de démontrer que

1 1 1 1 1
B)ive>1, (-] <1+ y)h(+)<
(B): Ve 12<33+1 ac) (@+3)n(l+ ) <0
Pour cela, on introduit deux fonctions auxiliaires définies sur [1, +oo[ par
1 1 1,1 1
Va € [1, +oo], f(x)zl_(x"'ﬁ)ln(l"';) et Q(CE)Zf(x)—E(m—;)

Suites Numériques
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1. Un encadrement auxiliaire :

1 1 1
<In(l+-) < =
z+1 n(+a:) T

(a) Montrer que Vz > 1,
1 1
(b) En déduire un encadrement de (z + 5) In(1+ =) sur [1,+o0].
x
lim
T—-+00

2. Etude du signe de f :

1 1
(c) Justifier que (x + 5) In(1 + —) existe et calculer cette limite.
x

(a) Verifier que l'on a
1 2z +1 1
Ve > 1, "Z)=—-In|=+1 LT et - _
¢ f@) t (:p + ) + 2x(x + 1) et f7(@) 2x%(x + 1)2

(b) Dresser le tableau des variations de f’ et en déduire le signe de f’.

(c) Dresser le tableau des varations de f et, a 'aide de la question 1.c), en déduire
le signe de f.

3. Etude du signe de g :

(a) Veérifer que 'on a :
1 1 1 1
/ _ I t 5 - -
gl =1 -3 ( EESIE 3:2> ¢t 90 = GEm e
(b) Dresser le tableau des variations de ¢’ et en déduire le signe de ¢’.

(c) Dresser le tableau des variations de g et, a 1’aide de la question 1.c), en déduire
le signe de g.

Partie I1 : Preuve de P’existence de la limite

On introduit les trois suites suivantes :

1
Tn:Sn_m

n'

! = 1
—_ . S, = Zlnk> —(n+2)lnn+n,
Vn (k_l 2

(Z)r

1. Vérifier que Vn > 1,

Up =

Inu, =5,

2. A T'aide de 'encadrement (F) obtenue dans la premiére partie, montrer que les deux
suites S et T sont adjacentes.

3. En déduire que la suite u converge vers un réel strictement positif.
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correction de I’exercice 1
1. Upyp1 — up = —(u,)? <0 donce la suite u est décroissante.

2. On procede par récurrence en posant (Py,) : u, € [0,1]
Initialisation : n =0, uy € [0,1] donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,) vraie et montrons que (P,11) est vraie, c’est-a-dire
supposons que u, € [0,1] et montrons que u,41 € [0,1]. On a

Uptl = Up — (un)2 = up (1 — uy,) et puisque 'on a

0<u, <1
[k 1:'>1' 0 u(1—uy,) <1
1< —u, <0=0<1—wu, <1 | Pprrmuow fcation o

ce qui prouve la véracité de (Py41)-
Conclusion : Vn > 0, (P,) est vraie, c’est-a-dire Vn > 0, u, € [0,1]

3. La suite u est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente et notons L
sa limite. On a

— L—1L?

Up — L=y — (uy)? e

o }:L:L—Lz@B:O@L:O,
un+1n~>jooL

ce qui implique que la suite u converge vers 0.

correction de I’exercice 2

1
1. On proceéde par récurrence en posant (P,,) : u, € [5, 1]
1 1 1
Initialisation : n =0, ug = 5 € [5, 1] donc (Py) € [5, 1].
Heérédité : supposons (P,,) vraie et montrons (P,1), c’est-a-dire supposons que
Uy € [5, 1] et montrons que u, 41 € [5, 1]. Pour cela, nous allons étudier le signe de
Upt+1 — B et de up41 — 1.
>3x(1/2)—1=1/2>0
1 2 1 duy — (up + 1) Su, — 1 1
Un, Up — \Unp Upn —
U+l ™5 Un+1 2 2(un + 1) Nup +1) 125
—_———
>2x2=40
<1-1=0
2 2,y — (p + 1) 1
Unp Up — (Un Up —
et un + 1 20unt1) 2wt 1) S
—_————

>2%x2=4>0

Corrigé
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Par conséquent, la propriété (P,,1) est vraie.

Conclusion : Vn > 0, (P,,) est vraie, c’est-a-dire Vn > 0,

2. Etudions le signe de w41 — up

2u,, 2y — Up (U + 1) 2uy — (up)? — up
U, — U = — U = =
nt " Uy +1 " Uy + 1 Uy + 1

>0 20

PN N

U, — (Un)? U (1 — up)
Uy + 1 Uy + 1
——

donc la suite u est croissante.

3. La suite u est croissante et majorée par 1 donc elle est convergente. Soit L sa limite,

1
1], on en déduit que L € [5, 1] et lon a

puisque Vn > 0, wu, € [57
22Uy, 2L
: L= T
e P T T e BT b 2
Uny1 — L L+1
n—-+oo

& I’+L=2Ls[*-L=0&LL-1)=0& L=0 oul=1
produit en croix S——

impossible

Par conséquent, la suite v converge vers 1.

4. (a) Son discrimant vaut 9 —8 = 1 > 0 donc le trinome admet deux racines réelles

1
qui sont — et 1. Le signe du coefficient dominant du trindme (2 ici) étant positif,

le tableau de signe du trindéme est donné par

x —00 1/2 1 +o0
222 — 3z + 1 + {0 - 10|+

(b) D’apres la question 1), on a que Vn >0, wu, < 1 donc

Un+1 < 11— Un+1 P 0.
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Ensuite, on a

1—un+1—§(1—un) - 1- ui“ﬂ fg(lfun)
o 3(un + 1) = 6up — 2(1 — ) (up + 1)
o 3uy, +1
_ 2u2 — 3u, +1
N Up + 1

1
D’aprés la question 4)a), 222 — 3z + 1 est négatif sur [5, 1] et comme pour tout

1
entier naturel n, u,, € [5’ 1], on en déduit que Vn >0, 2u2 —3u, +1<0, ce

qui montre que

Vn>0, 1—upy— <0 1—upi1 < (1 —uyp)

[SCRN V)

2
1=
5(

2
1—u, < (=)™

3
1 2
=3 et (5)0 = 1. Puisqu’il est évident

On procede par récurrence en posant (Pp,) : 0 <
1

Initialisation : n=0,1—uy =1 — 3

1 2

que 0 < 5 < 1, on en déduit que 0 < 1 —ug < (g)o, c’est-a-dire que (Py) est

vraie.

Hérédité : supposons que (P,,) est vraie et montrons (P,41), ¢’est-a-dire, sup-

2
posons que 0 < 1 —u, < (g)” et montrons que 0 < 1 — upy; < (g)"ﬂ. Pour

cela, on remarque que

2
0<1—u, < (3)" (dapres (Py)) 2 2 2
3 ! S 0< Iy < 5(5)" = (5"
0<1l—upip < 5(1 — uy,) (d’apres 4)b) 3°3 3
donc (Pp41) est vraie.
Conclusion : Vn > 0, (P,) est vraie, c’est-a-dire que Vn >0, 0<1—u, <

G

2 2
La suite géométrique (g)” tend vers 0 (car 3 €] —1,1]), la suite 0 tend vers

Corrigé
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théoréme d’encadrement donc la suite 1 — w,, tend vers 0, ce qui implique que
la suite u tend vers 1.

Correction du probléme :

Partie I : Quelques encadrements remarquables

. . . 1 1 1 1
1. (a) On introduit les fonctions h(z) = o In(1 + ;) et k(z) = In(1+ ;) -
dont nous allons étudier les variations sur l'intervalle [1, +o0o[ (en utilisant que

may =% et (y =~ 1)

a2
1
1 ) 1 1
I = - - =
(@) (@+1? 1 @12 a@sD)
x
o+ (z+1) 1
r(z+1)2 x(x+1)2
1
) 1 1 1 —z+ (z+1) 1
K = T2 ()= = -
(z) 1_’_1 ( x2) x(z +1) Tz 22(z +1) 22(z + 1)
x
On en déduit les tableaux de variations de h et de k
T 1 +o0 p 1 oo
h/(m) + k’(m) ¥
0 0
h(z) ) /! E(x) Va
Z _1n2 In2-1
2
Par conséquent, les fonctions h et k sont négatives sur [1, +00[, ce qui implique
1 1 1 1
Vo > 1, <ln(l+-) et In(l+-)<—
z+1 T z T

1
(b) En utilisant ’encadrement de la question a) et en la multipliant par z + —, qui

2
est positif si x > 1, on a
—1—1 +1
1 1 1 Ty 1 1 Ty
<Ih(l+-)<= = < (14 =) <
z+1 n(+x) T x(z+1/2)>0 T+ 1 (m+2)n(+x) T
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(¢) L’encadrement de la question 1.b) combinée aux égalités suivantes (c) D’apres la question 1.c), on a lirf f(z) =0, ce qui nous donne le tableau de
1 1 variation de f.
T+ = T+ =
1
— lim Y= lim 1 et lim 2 = Jim L= Jim 1, v o0
z—+oo I + 1 T—-+00 I xr——+00 T — 400 €T T—-+00 I r——+00 f (Z‘) +
nous permet d’appliquer le théoréme d’encadrement, donc f(z) y. 0
: 1 1
mglfoo(l" + 5) In(1+ E) =1 donc la fonction f est négative sur [1, +oo|
1. _ _1
2. (a) En utilisant les formules suivantes, 3. (a) En utilisant que (u)" = auw'u®"", on a
o’ 1 1 u u'v — uv’ / _ L1 Ly 1 1 1
(w)" = dv+w', (lnu) = o (5)’ =% (E)/ =3 —ona gx) = (f(z)- ﬁ(m - 5)) f(@) - ﬁ( @+ 1) + ?)
1 1 1 1 2 2 1 1 1
! !/ / /! 1
= —(z+2)In(1+ =)+ (~(z+3)(In(1 + = = (s =) = - - —
@) = @+ ) m+D)+ (@ ))n(+ ) @) = P05 G ) BT e
1 1 _i2 1 2 + 1 _ w4l -+ @4+ 1)
= 71n(1+5)*(1’+§) xl :*ln(1+;)+m a 6333(1‘+1)3
1+ =3 -3z -3 — (@3 +322 + 3z +1) 1
1 2z + 1 N 623 (z + 1)3 ~ 6x3(x+1)3
1 — _ 1 1 Y /!
f@) = =1+ D) + (o)
1 (b) En utilisant que lil}_l g (x) = hf}r f'(z) = 0 (dapres la question 2.b)), et
___a? i 2(2z)(z +1) — 2z + 1)(4z + 2) le tableau de variations de ¢’ est donné par
141 (2z(z +1))?
T 1 400
_ 1 +—4:1:—4x2—2:4x(z+1)—4m—4x2—2 g"(x) +
z(x+1) 422 (x +1)2 422 (x +1)2 0
2 d@ | |/
4a2(z+1)2 222(x +1)2
donc la fonction ¢’ est négative sur [1, 4+o00].
. . 20+ 1 . 2z 1 . s . . L - .
(b) En utilisant que xll»I-sr-loo D) wEI-lr-loo 57 = im —= 0, on obtient que (c) D’apres la questl’on.l.c), on a gﬂgrfoog(x) = IEIJPOO f(z) =0, ce qui nous donne
hrf f'(z) = 0 et le tableau de variations de f’ est donné par le tableau de variation de g
p 1 Too T 1 +o00
UONE ORI
7 9(@) N
f'(z) N . 0
donc la fonction f’ est positive sur [1, +oo]. donc la fonction g est positive sur [1, +00]
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Partie II : Preuve de P'existence de la limite

1. Puisque n!l=nx (n—1)x---x2x1,ona

n

In(n!) = Inn+In(n—1)+ - +1In(2) +1n(1) Zlnk et donc
k=1
|
IHU" = In nL =Inn!— ln(ﬁ)” —1In \/ﬁ
(Z)mvn ¢ ~

. n, 1 . 1

E Ink ) —nln(=)— -lnn= g k)] —n(lnn—1 - -1

(k_l n ) n n(e) 5 Inn (_ n ) n(lnn — Ine) 5 Inn
- 1

= (g lnk>nlnn+n21nn<

k=1

2. Etudions la monotonie des suites S et T

n+1
Spi1— S, = <Zlnk> (n+1+ )ln(n+1) (n+1)

KZlnk) )1nn—|—n

(i )—Hnn—i—l) (n+ g)ln(n—i—l)—i-n—kl

k=1

— lnk> (n +%)lnnfn

k=1
3 1
= 1—(n—|—§—1)1n(n+1)—|—(n—|—§)1nn
1 1
= 1—-(n+ §)ln(n—|—l)+(n+§)lnn

— 1—(n—|—%)[ln(n+1)—lnn]:1—(n+%)ln(n+l

)

>1

1 1 A~
= 1—(n+2)In(1+ =)= f("n") (dapreés la question 1.2.c))
2 n N——

donc la suite S est décroissante.

1 1 1
Tn - Tn = Sn  Ta7 . 1N n AN Ta_
i T 12(n+1) ( ) e 2m+1) 120
1 1 ,/L
= f(n)- IECE)) + Ton = =g("n ") (d’apres la question 1.3.c))
>0
. . . 1
donc la suite T est croissante. Pour finir, T, — 5,, = T —> 0 donc les suite S
n — OO

et T sont adjacentes.

. Les suites S et T sont adjacentes donc elles convergent vers une méme limite L. En

particulier,

. n! I

lm S,=L<« lim lhu,=L<% hrn up =eX >0 lim ——— =" >0
n—-—4oo n——+00 n—-+00 n—+oo (7)"\/5

e

Pour la petite histoire, on montre que e = \/2x, ¢’est-a-dire que

|
lim —— =2
e (B

O joie, nous le montrerons lors d’un prochain devoir & la maison
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