ELBILIASY X

Prépas MPS| Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni

[htfp ://elbilia.sup] 2019-2020 [http ://myismail.net}

Devoir Survéillé N°1
Logie
Nombres Complexes

Lundi 7 Octobre 2019
Durée : 2 heures

EXERCICE 1 — ‘(QUANTIFICATEURS).‘

1/ Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes (ot w désigne une suite réelle*). Uniquement a titre
indicatif, la traduction de chaque assertion est écrite en parenthéses.

a/ Vne N, up1 = uy (la suite u est croissante)

b/ 3k e N, Vne N, upip =uy (la suite u est périodique)

¢/ e R, Ve>0,3Inpe N, Vne N, [n=ngl = [Ju, —¢| <¢] (la suite u est convergente)

2/ Ecrire la réciproque, la négation, et la contraposée de I'implication

EXERCICE 2 — ‘ (SOMMES DIVERSES). ‘ Dans cet exercice, n désigne un entier naturel quelconque, et  un

réel quelconque également. Calculer chacune des sommes suivantes ' :

n k-1 n n n k
_ L _ % . _ kL _
Sl—z 5k SQ_Zw ) 83_ ( 1) T Sy = (k+1)‘
k=0 k=1 k=0 k=0
EXERCICE 3 — ‘ (COURS. .. ET APPLICATION). ‘ Tout au long de cet exercice, n désigne un entier naturel

quelconque.

n
1/ On note S, = k3. Rappeler la formule donnant S,, en fonction de n, et la redémontrer.
pp
k=0

2/ On rappelle que : Vk € N, (k+1)° = k5 + 5k* + 10k® + 10k2 + 5k + 1.7

a/ En reconnaissant une formule de référence, calculer la somme : U,, = Z [(k‘ + 1)5 — kP
k=0

n(n+1)(2n+1) (3n* +3n—1)
30

b/ En déduire que : Z Kt =
k=0
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EXERCICE 4 — | (LOGIQUE).| On note C I’ensemble des étudiants de MPSI du lycée Jean Bart, F' I’ensemble

des filles de C et G I’ensemble des garcons de C. On va former des propositions concernant I’age et /ou les relations
d’amitié entre éléments de C : lorsque x et y désigne deux éleves de C (on peut avoir éventuellement x = y), on
notera

e pour l'age,

« x est plus jeune que y » par x <y
e pour les relations d’amitié,
« xaimey» par 2Qy
et
« xnaime pasy » par z Ly

Traduire les phrases suivantes sous forme de proposition logiques avec des quantificateurs. $

1/ « l’amitié n’est pas toujours un sentiment réciproque »

2/ « chaque fois que deux gargons aiment une méme fille, ces deux gargons ne s’aiment pas »
3/ «les amis de mes amis sont mes amis »

4/ «le plus agé des éléves est un garcon et il aime toutes les filles »

5/ « personne n’aime personne »

6/ « les personnes qui ont trop d’amour propre ne sont pas aimées des autres »

EXERCICE 5 — ‘ (FACTORIELLES). ‘ Soit (uy) la suite réelle définie en posant ug = 1, u; = 2 et la relation de
récurrence :
n+1
. VneN, upys = U
Exercice 6 : Toont2
2p)!
Démontrer que : Vp € N, ug, = Bl
e T2 (pl)?

Exercice 7 :

On pose p(z)= 28—z 42| pour z € C. On souhaite déterminer la valeur maximale de ¢(z)
lorsque z décrit U.

1. Soit 6 €R. Exprimer cos(36) en fonction de cos 6.

2. Soit z €U et 6 un de ses arguments. Exprimer |z° —z +2|* uniquement en fonction de
cosf.

3. Soit f la fonction définie par
Vx eR, f(x):4x3—x2—4x +2

Déterminer les variations de f sur R ainsi que ses limites en +00 et —00. On regrou-
pera ces informations dans un tableau de variations.

4. Répondre a la question initialement posée. On précisera pour quelle(s) valeur(s) de
z €U cette valeur maximale est atteinte.
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Exercice 8 : .
+eit . cos
=cotan — ou cotan=—.

1—eif 2 sin

1. Soit 6 €R tel que 8 Z 0[27t]. Montrer que

i
2. Résoudre de deux fagons I’équation (z —1)° =(z+1)°. En déduire les valeurs de cotan =

27 3n 41
cotan —, cotan — et cotan —.
5 5 5

Exercice 9 :
2im

On pose w=e T ainsi que

S=wtw*+tw'+w’ + 0’ T=w'+0’+0" +0’+w"
. bmr . 187w L.
1. a. Montrer que sin 1 +sin T > 0. En déduire que Im(S)> 0.

b. Montrer que S+ T=—1¢et ST =3.

c. En déduire une équation du second degré dont sont solutions S et T puis les va-
leurs de Set T.

0_ 5. 2T
2. a. Montrer que w—w " =2isin ITh
1—w? )
b. Montrer que =—itan —.
1+ w3 11

10 ‘ 1— 603
c. Montrer que Z(—w?’) = .

= 1+ w3
3n 27
d. En déduire que tan 11 +4sinﬁ =i(T—S)=+V11.
Exercice 10 :
Bonus 1:

En permutant 'ordre des sommations, démontrer I’égalité

E i (-1)* :i(—nk
BOHUS 2 . n=0 k=n+1 k2 k=1 k
On pose pour (1, p) € N%, Sp(n)= > kP.
k=0
& p+1
Montrer que : Z( ) )Sj(n)Z(n+1)p+1
=
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Problemes Corrigés

Corrigé

EXERCICE 1 — ‘(QUANTIFICATEURS).‘

1/ a/ La négation de (Vn € N, up41 > uy,) est : ’EI neN, upr < un‘

b/ La négation de (3k € N*, Vn € N, w,yp = uy) est : ‘VkeN*, dne N, upig #un‘

¢/ La négation de (3¢ € R, Ve >0, dng € N, Vn e N, [n = ng] = [Jun, — {] < ¢€]) est :

VLER, 3e>0, ¥ng€ N, Ine N, [n > no] Aljun — (] > €|

2/ La réciproque de [u, = upy] = [n = m] est ‘ [n=m] = [up = up)] ‘

La négation de [up = uy,| = [n = m)] est ’ [un, = wm] A [n # m] ‘

La contraposée de [u, = uy,| = [n = m] est ’ [n # m] = [un, # ) ‘

EXERCICE 2 — ‘ (SOMMES DIVERSES). ‘ Dans cet exercice, n désigne un entier naturel quelconque, et x un
1/ Soit n un entier naturel quelconque. On a :

réel quelconque également.
5) 4 5

1—(4/5)
- k

2/ Soit n un entier naturel quelconque. On a : S = Z (332) . On reconnait une somme de termes d’une suite
k=1

géometrique de raison z2, dont le calcul nécessite que ’on distingue le cas oi

cas ot 22 # 1.

n o gk—1 n

1
Si=2 =i

k=0

1— (4/5)"H 5
Xi(/) d’Ofl‘Slzf

1
T4 (1/5) ‘ 4

2

1 (cad lorsque x = £1) et le

n six==£1

Explicitement : | S = 1 _ 20
2 .
x size R\{-1;1
- (11
n n
3/ Soit n un entier naturel quelconque. On a : S3 = Z (—1)F 2k = Z (—2)*. On reconnait une somme de termes
k=0 k=0

d’une suite géométrique de raison (—z),* dont le calcul nécessite que Ion distingue le cas ou —x = 1 (cad lorsque
x = —1) et le cas o x # —1.

n+1 six=-1
Explicit t:|S3=
i R I CTC P
———— sz —
1+

4/ Soit n un entier naturel quelconque. On a :

(k+1)!

n k n
S4:Z(k+1)!:kz:0

k=0

k+1-1 k+1 1
:Z<(k+1)! T (k+1)!

n

k=0

-3

()

Cette derniére somme est télescopique et on a donc : | Sy =1 —

1

(n+1)!
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EXERCICE 3 — ‘ (COURS. .. ET APPLICATION). ‘ Tout au long de cet exercice, n désigne un entier naturel
quelconque.
n 2 2
1
1/ On note S, = Zkg. D’aprés le cours : Vn e N, S, = n(n4—|—)
k=0
n 2 2
. n®(n+1)
>N 616 : P
otons P (n) la propriété Z k 1
k=0
e s ° 02 (0 + 1)
» Initialisation : pour n = 0, on a d’une part Z k° =0, et d’autre part — 1 = 0. On en déduit que P(0)
k=0

est vraie.

» Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n (hypothése de récurrence). Alors :

%k?’: (ik3> +(n+1)37”2(n7+1)2+(n+1)3:”2(n+1)2+4(n+1)3 (4 1)* (n? +4n +4)

4 4 N 4

k=0 k=0

s ()’ (n+2)’
Soit finalement : Z k° = 1 , cette égalité signifiant que P (n + 1) est vraie, ce qui établit héréedité.
k=0
- n?(n+1)>
» | Conclusion : Vn € N, = ———
onclusion : V n ;0 7

2/ On rappelle que : Vk € N, (k+ 1) = k® + 5k* + 10k® 4+ 10k 4 5k + 1.1
a/ La somme U,, = Z {(k +1)° - kﬂ est télescopique et on a donc : |V n e N, U, = (n+1)°
k=0

n
b/ D’aprés la question précédente on a : Z [(k +1)° = k;5] =(n+1)° (W)
k=0

D’autre part, d’aprés 'indication de I’énoncé on a :

n n

S k+1)° -1 = Z5k4+10k3+10k2+5k+1]:5ik4+10ik3+10ik2+5ik+i1 (%)

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
On déduit de (M) et (&) que :

5Zk4+102k3+102k2+52k+21— (n+1)°
k=0
soit encore : . .
521& (n+1) —102k3—102k2—52k Zl
k=0
Par consequent :

5Zk4 (1 1)° 5n2(n2+1)2 75n(n+1§(2n+1) 75n(n2+1)

—(n+1)
1
<:>5Zk4 ”+ {( +1)4—15n2(n—|—1)—10n(2n+1)—15n—6}
1
<:>5Zk4 P ont 4 24n® + 36n% + 247+ 6 — 150° — 150% — 200 — 100 — 150 — 6]

<:>5Zk:4 64+9n +n? —n]

Zk4 Ll)[(snhgn%n—l] (@)



ELBILIASY X

Prépas MPS| Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni
[htfp ://elbilia.sup} 2019-2020 [http ://myismail.net}
Par ailleurs, on a pour tout entier naturel n : (2n+1) (?m2 +3n — 1) =6n+9n2+n—1.

2 _
Dot - n(n+1)(2n+;())(3n + 3n 1):n(7;(—)&—1) [6n% + 902 41— 1] ©)

n(n+1)(2n+1) (3n? +3n — 1)
30

On déduit de (V) et de (¢) que : |Vn € N, Zk4 =
k=0

EXERCICE 4 — | (LOGIQUE).| On note C I’ensemble des étudiants de MPSI du lycée Jean Bart, F' I’ensemble
des filles de C' et G ’ensemble des gar¢ons de C.

1/ «l’amitié n’est pas toujours un sentiment réciproque» : ’El zeC, Jye C\{z}, (zQy) A (y Qx) ‘

2/ «chaque fois que deux garcons aiment une méme fille, ces deux gargons ne s’aiment pas» :

VeeG, VyeG, VzeF, [(z02) A (y02)] = [(z Qy) A (y Q)] |.

ou :V (z,y,2) EGXGXF

3/ «les amis de mes amis sont mes amis» : |V (z,9,2) € C3, [(xQy) A (y0z2)] = (202) |

4/ «le plus agé des éléves est un garcon et il aime toutes les filles» :‘ dzeG, VyeC\{z}, y<z)A(VyeF,z0y) ‘

5/ «personne n’aime personney : |Vx € C, 3y € C, 20y ‘.i

6/ «les personnes qui ont trop d’amour propre ne sont pas aimées des autresy :

VzeC, (aV2) = (YyeCO\{z}, y Po)|

EXERCICE 5 — ‘ (FACTORIELLES). ‘ Soit (uy) la suite réelle définie en posant ug = 1, u; = 2 et la relation de
n+1
récurrence : Vn € N| upi9 = —— up.
n4 2
U o (2p)! : .
On souhaite établir que la propriété P(p) :  ugp = W est vraie pour tout entier naturel p.
p!

(0)!

Initialisation : pour p = 0, on a d’une part ug = 1 et d’autre part = 1. La propriété est initialisée.

20 (01>
Hérédité : supposons P(p) vraie pour un certain entier naturel p, et montrons que P(p + 1) Dest.
2p+1  2p+1 (2p)! 2p+22p+1 (2p) (2p +2)!

0 : = =575 = = -
B ) T e o T S 2 m (2 2p+22p 222 (p)E | 2272 ((p + 1))

Ce qui signifie que P (p + 1) est vraie, établit 'hérédité de la propriété, et achéve donc cette récurrence.

(2p)!
2% (p))”

Conclusion. Vp € N, ug, =
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Exercice 7 :

1
cos(36)=cos(26 +0)
=c0s26 cos § —sin26 sin §
=(2cos’ 0 —1)cosf —2sin’ f cos 6
=2c0s°  —cos @ —2(1—cos’ 0) cos f

=4c0s’#—3cosf

2. D’aprés I'énoncé, on a z = e, De plus,
|zs—z+2|2=(zs—z+2)m

=2 +|2f +4-2(z+72)-|2[ (2" + 1)+ 2(2° + 2°)

=6-2(2+2)— (22 +7%)+2(z° + Z%)car |z] =1

=6-2(e" +e7)—(e¥" +e)+2(e¥ +e7)  carz=e"
=6—4cosf—2cos(20)+4cos(30)  envertu d’'une relation d’Euler
=6—4c0s0—2(2cos* 0 —1)+4(4cos® § —3cos b))
=8—16c0s0 —4cos® 6 +16cos’ 0
=4f(cos6)

3. f est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale. De plus, pour tout x €R,
flx)=12x*—2x—4=22x +1)3x-2)

On en déduit le tableau de variations suivant.

X - -3 : +00
f'(x) + 0 - 0 +
13 +00
4
f(x) / \ /
2
—00 27
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4. Puisque U={e™,0 €R}, on a en vertu de la premiére question

max p(z)=max2y f(cos0)

Mais puisque Imcos =[-1,1],

X -1 —%

wino
—

13
4
1

Ce maximum est atteint en un élément de U dont un argument 6 est tel que cos ) = —% ie. tel que 0 = j:%”[Zn]. On en déduit donc
que le maximum de ¢ est atteint en j et j.

ST

On peut en déduire que
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Exercice 8 :

1. On applique la méthode de I'arc moitié.
, o( o 0
1+eif e2(e 2+82)
1—ei e%(e‘%—e%)

0
2cos 5

d’apres les relations d’Euler

= . . 0
—2isin 3

, 0
=icotan —
2

2. On remarque que 1 n’est pas solution donc on suppose z #—1.

(z—1°=(z+1)°

=)
—_ | =1
z+1

Z
Jwel;, —=w
z+1

dwelUs, (z—1)=w(z+1)
dwels, z(1-w)=1+w

1+w
HweUs,z:l—

I I |

-
1+em
5
dke[L,4], z= — car on ne peut avoir @ =1

l1—e7

I

km
= ik €[1,4], z =i cotan = d’apres la question précédente

L’ensemble des solutions est donc
) T, 21 3n | 4
i cotan —, i cotan —, i cotan —, i cotan —
5 5 5 5



ELBILIASY X

Prépas MPS| Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni

[htfp ://elbilia.sup] 2019-2020 [http ://myismail.netj

On peut également résoudre I'équation en développant

(z=1P=(z+1)
= 2°=524+102° = 1022452 +1=2"+52 +10z° +10z° + 5z +1
= 52141022 +1=0

En posant Z = 2%, cette derniére équation équivaut a 522+10Z+1 dont les solutions sont =~ 5+2f et— 5+§‘/§. Le solutions de I'équation

initiale sont donc les racines carrées complexes de ces deux réels négatifs. L’ensemble des solutlons est donc :

Q 5245 \J 5—24/5 Q 5+245 \J 5+24/5
i —i )i =i
5 5 5 5

La fonction cotan est strictement décroissante sur |0, 77| puisque sa dérivée est —#. On a donc

T 27 3 4
cotan — > cotan — > cotan — > cotan —
5 5 5 5

2 2 . . . .
Par ailleurs, puisque >2%> [ 5+5‘/§, on a par stricte croissance de la racine carrée :

Q5+2«/§ QS—Z«/@ \Js—zﬁ Q5+2«/§
— <— < <

5 5 5 5
On en déduit que
T 5+24/5
cotan — = \
5
21 «|5=245
cotan— = \
5
3n 5-24/5
cotan— = —\
5
Am 54245
‘ cotan— = —\ 5
Exercice 9 :
1. a. Tout d’abord
187 ( 771) 7
SIn —— =SIn — | =—SIn —
11 11 11

]. Or la fonction sin est strictement décroissante sur cet intervalle.

roln

De plus, les reels 5 et IZ appartlennent a lintervalle [

187
Donc sin 8% > ¥ et donc sin %% +sin 2% > 0.

REMARQUE. Si l’on connait les formules de factorisation, on peut également écrire

. brm . 187w . 127 67
Sin — +sin —— =2sin —— cos —
11 11 11 11
Or 2 e[r,2n] donc sin & <0 et % €[Z,3%] donc cos ¥ < 0. W
Remarquons enfin que :
.2 . 6bm . 8t . 10m . 18w
Im(S) = sin — + sin — + sin — +sin — +sin —
11 11 11 11 11
Or les réels 27, 87 et sin 1% appartiennent a I'intervalle [0, 77] donc leurs sinus sont positifs. Ainsi Im(S) > 0.



ELBILIASY X

Prépas MPS| Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni

[htfp ://elbilia.sup] 2019-2020 [http ://myismail.netj

b. Remarquons que w!! =1. On fait alors apparaitre la somme des termes d’une suite géométrique.

10 11
l1—w
( ) 1—w

k=0

En développant brutalement :
ST=w’+ 0’ + 0’ +20" + 0 +20° + 20" + 50" + 20" + 20 + 0 + 20" + 0" + ' + "
Or w!' =1 donc on peut ramener les puissance de w dans cette somme entre 0 et 10 :

ST=5+4+2w+20?+20° +2w* +20w° +20° + 200" + 208 + 2% + 2001°
10
=3+2Zwk =3
k=0

c. C’est du cours : S et T sont solutions de I’équation x? + x 4+ 3 = 0. Les solutions de cette équation sont
Comme Im(S) > 0,

—1+ivI1 —1—ivI1
5 et ——.

S —1+iv11 —1—i+v/11
2 2
a. Puisque 2 =27 — 27,
10 2in 20ir 2in _on .. 27
w—w =emT —e T = —e T =2jsin—
11
en utilisant une relation d’Euler.
b. On utilise la méthode de I’arc-moitié :
6i7 3im 3im PR
1-w® l1—eit e T —eT —2isin ” 3n
= — = — — = =—itan —
1+w3 14 e +eff  2cos3l 11
c. La somme a calculer est la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique :
10 3)10 30 33_ .3 3
Z( 3)k 31—(—0)) ;1—w WwB—0w 1-w
—w —_—— —_— 0 = =
—~ 14+ w3 14+ w3 1+ w3 1+ w3
d. En ramenant a nouveau les puissances entre 0 et 10
10 .
Z(_w3) =t P — 0+ 02— w4 01— 2 + 02— 2 + 30
k=1
10, ,2_ .5, 8

==+ - +tw—0'+0’ -0+ -0 +w

Ainsi
10

T-S =Z(—a)3)k +2(w'—w)

k=1
Or d’apres les questions précédentes :
10
31 21
Z(—w3)k=—itan— w—w'"=2isin ==
11 11
k=1
donc
. 3 .. 27
T—S=—itan — —4isin —
11 11
puis

. 31 .27
i(T—S)=tan — +4sin—
11 11

Enfin § = =4I o T = Z=IYIL gonc (T —S) = v/T1.
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Exercice 8 :

Bonus 1:
N-1

N N k-1 N
¢ S
DI el S EEUED ) D) B v

n=0 k=n+1 0<k,n<N k=1 n=0 k=1

Bonus 2 :

=) (k+1P" =k =(n+1P"  viala formule du binéme



