
Exercice 1

Résoudre sur R l’inéquations
a

1` 2 cospxq ď sinpxq.

Exercice 2

1. Résoudre dans C l’équation z2 ` p5´ 2iqz ` 6´ 4i “ 0.
2. Résoudre dans C l’équation pz2 ` 5z ` 6q2 ` p2z ` 4q2 “ 0.
3. En déduire quatre nombres réels a, b, c et d tels que :

pz2 ` 5z ` 6q2 ` p2z ` 4q2 “ pz2 ` az ` bqpz2 ` cz ` dq.

Exercice 3
Chercher une solution particulière de l’équation différentielle suivante :

y2 ` 4y1 ` 4y “ 2e´2t ` cosp3tqet.
Exercice 4

On considère l’équation différentielle suivante :

p1` tqy2ptq ´ 2y1ptq ` p1´ tqyptq “ p1` tq3et, @t P R. (1)

1. Montrer que t ÞÑ et est solution de l’équation homogène associée à (1).
2. Soit y une solution de (1). On pose zptq “ yptqe´t, @t P R. Montrer que y est

solution de (1) si et seulement si z est solution d’une équation différentielle à
résoudre.

3. Donner les solutions de (1).

Exercice 5

Soient n P N˚ et pz1, . . . , znq P Cn. Montrer qu’il existe une partie I incluse dans J1, nK
telle que :
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ÿ
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Indication : Pour θ P R, on note :

Pθ “
!

j P J1, nK : θ ´ π

2 ď argpzjq ď θ `
π

2

)

et fpθq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kPPθ
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

On cherchera alors à minorer f , puis on intégrera l’inégalité obtenu sur r0, 2πs.
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ÉquationsDifférentielles
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Correction du DM 4

Exercice 1

L’inéquation est bien définie si, et seulement si, 1 ` 2 cospxq ě 0, c’est-à-dire ´1
2 ď

cospxq. Donc, l’inéquation est bien défini si, et seulement si, il existe k P Z tel que
x P r´

2π
3 ` 2πk, 2π

3 ` 2πks. De plus, sinpxq ě 0 si, et seulement si, il existe k P Z tel
que x P r2πk, π ` 2πks. Il vient :

a

1` 2 cospxq ď sinpxq

ô
a

1` 2 cospxq ď sinpxq et Dk P Z, x P r2πk, 2π
3 ` 2πks

ô 1` 2 cospxq ď sin2pxq et Dk P Z, x P r2πk, 2π
3 ` 2πks (car sin x ě 0)

ô 1` 2 cospxq ď 1´ cos2pxq et Dk P Z, x P r2πk, 2π
3 ` 2πks

ô cospxqp2` cospxqq ď 0 et Dk P Z, x P r2πk, 2π
3 ` 2πks

ô cospxq ď 0 et Dk P Z, x P r2πk, 2π
3 ` 2πks (car 2` cospxq ą 0)

ô Dk P Z, x P r
π

2 ` 2πk, 2π
3 ` 2πks

Exercice 2

1. Le discriminant de l’équation est ∆ “ p5 ´ 2iq2 ´ 4p6 ´ 4iq “ ´3 ´ 4i. De plus,
ω2 “ ´3´ 4i, avec ω “ x` iy, équivaut à (extraction des racines carrés) :
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x “ ˘

c

´3` 5
2 “ ˘1

y “ ˘

c

3` 5
2 “ ˘2

2xy “ ´4

En obtient ∆ “ p1 ´ 2iq2 (on peut aussi remarquer que ´3 ´ 4i “ 1 ´ 4i ´ 4 “
p1´ 2iq2). Ainsi, les solutions de l’équation sont :

z1 “
´5` 2i` p1´ 2iq

2 “ ´2 et z2 “
´5` 2i´ p1´ 2iq

2 “ ´3` 2i.
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2. En utilisant l’identité a2 ` b2 “ pa` ibqpa´ ibq, il vient :

pz2 ` 5z ` 6q2 ` p2z ` 4q2 “ 0
ô pz2 ` 5z ` 6` 2iz ` 4iqpz2 ` 5z ` 6´ 2iz ´ 4iq “ 0
ô pz2 ` p5` 2iqz ` 6` 4iqpz2 ` p5´ 2iqz ` 6´ 4iq “ 0
ô z2 ` p5` 2iqz ` 6` 4i “ 0 ou z2 ` p5´ 2iqz ` 6´ 4i “ 0
ô z2 ` p5` 2iqz ` 6` 4i “ 0 ou z2 ` p5´ 2iqz ` 6´ 4i “ 0
ô z2 ` p5´ 2iqz ` 6´ 4i “ 0 ou z2 ` p5´ 2iqz ` 6´ 4i “ 0
ô z “ ´2 ou z ´ 3` 2i ou z “ ´2 ou z “ ´3` 2i
ô z “ ´2 ou z “ ´3´ 2i ou z “ ´3` 2i

3. D’après la question précédente, on a la factorisation suivante (attention ´2 est
racine double) :

pz2`5z`6q2`p2z`4q2 “ pz`2q2pz`3´2iqpz`3`2iq “ pz2`4z`4qpz2`6z`13q.

Exercice 3

L’équation caractéristique associée est x2`4x`4 “ px`2q2 “ 0, dont ´2 est l’unique
solution (c’est une racine double du polynôme X2` 4X ` 4). Ainsi, il faut chercher une
solution particulière de la forme ϕptq “ pαt2 ` βt ` γqe´2t ` pa cosp3tq ` b sinp3tqqet.
Comme les solutions de l’équation homogène sont de la forme t ÞÑ pλt`µqe´2t, on peut
prendre β “ γ “ 0.

On cherche alors une solution de la forme ϕptq “ αt2e´2t ` pa cosp3tq ` b sinp3tqqet.
On trouve ϕ1ptq “ 2αpt ´ t2qe´2t `

`

pb ´ 3aq sinp3tq ` p3b ` aq cosp3tq
˘

et, puis ϕ2ptq “
2αp1 ´ 4t ` 2t2qe´2t `

`

p6b ´ 8aq cosp3tq ´ p8b ` 6aq sinp3tq
˘

et. En remplaçant dans
l’équation, il vient :

ϕ2 ` 4ϕ1 ` 4ϕ “ 2et ` cosp3tqet ô 2αe´2t ` p18b cosp3tq ´ 18a sinp3tqqet.

Par identification, on obtient α “ 1, a “ 0 et b “ 1
18. Ainsi, t ÞÑ t2e´2t `

1
18 sinp3tqet

est une solution particulière de l’équation différentielle.

Exercice 4

1. On a p1` tqet´2et`p1´ tqet “ 0, donc t ÞÑ et est solution de l’équation homogène
associée.

2. En posant, zptq “ yptqe´t, on a yptq “ zptqet, puis y1ptq “ pz1ptq`zptqqet et y2ptq “
pz2`2z1ptq`zptqqet. On trouve alors p1` tqy2´2y1`p1´ tqy “

`

p1` tqz2`2tz1
˘

et.
Par conséquent, y est solution de (1) si, et seulement si, p1` tqz2` 2tz1 “ p1` tq3.
En d’autres termes, z1 est solution de l’équation différentielle suivante :

p1` tqf 1 ` 2tf “ p1` tq3. (2)
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De plus, les solutions de (2) sont de la forme :

fptq “

$

’

&

’

%

λp1` tq2e´2t `
p1` tq2

2 , si t Ps ´8,´1s

µp1` tq2e´2t `
p1` tq2

2 , sinon
, avec pλ, µq P R2.

Le calcul d’une primitive donne alors :

zptq “

$

’

&

’

%

λpt2 ` 3t` 5{2q2e´2t `
p1` tq3

6 , si t Ps ´8,´1s

µpt2 ` 3t` 5{2q2e´2t `
p1` tq3

6 , sinon
, avec pλ, µq P R2.

3. D’après la question 2, les solutions, sur R, de l’équation (1) sont données par :

yptq “

$

’

&

’

%

λpt2 ` 3t` 5{2q2e´t ` p1` tq
3

6 et, si t Ps ´8,´1s

µpt2 ` 3t` 5{2q2e´t ` p1` tq
3

6 et, sinon
, avec pλ, µq P R2.

Exercice 5

On note zk “ |zk|eiθk , @k P J1, nK. On commence faire « tourner » les éléments de Pθ
de façon à ce qu’ils soient dans le demi-plan x ě 0, puis on minore la fonction f à l’aide
de l’inégalité |Z| ě |RepZq|. On trouve :

fpθq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kPPθ

zke
´iθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
ÿ

kPPθ

|zk| cospθk ´ θq.

On remarque qu’il n’y a pas besoin de valeur absolue sur le cosinus puisque θk ´ θ P
r´π{2, π{2s. On a alors :

ż 2π

0
fpθqdθ ě

ż 2π

0

ÿ

kPPθ

|zk| cospθk ´ θqdθ.

De plus, on a :
ż 2π

0

ÿ

kPPθ

|zk| cospθk ´ θqdθ “
n
ÿ

k“1
|zk|

ż 2π

0
cospθk ´ θq1Pθpθkqdθ

“

n
ÿ

k“1
|zk|

ż θk`
π
2

θk´
π
2

cospθk ´ θqdθ

“ 2
n
ÿ

k“1
|zk|,
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où 1Pθ est la fonction indicatrice de Pθ (il faut préciser le raisonnement pour la seconde

égalité). De plus, f est continue sur r0, 2πs et 1
2π

ż 2π

0
fpθqdθ est la valeur moyenne de f

sur r0, 2πs. Donc, il existe θ0 dans r0, 2πs tel que 2πfpθ0q “

ż 2π

0
fpθqdθ. Ainsi, il vient :

2πfpθ0q “

ż 2π

0
fpθqdθ ě

ż 2π

0

ÿ

kPPθ

|zk| cospθk ´ θqdθ “ 2
n
ÿ

k“1
|zk|

Ainsi, on pose I “ Pθ0 et on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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kPI

zk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
1
π

n
ÿ

k“1
|zk|.
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