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Préparation DS N°2

Nombres Complexes

. Fonctions Usuelles
Equations Différentielles

Exercice 1

Résoudre sur R l'inéquations 4/1 + 2 cos(x) < sin(x).

Exercice 2

1. Résoudre dans C I’équation 2% + (5 — 2i)z + 6 — 4i = 0.
2. Résoudre dans C I'équation (2% + 5z 4+ 6)? + (22 + 4)* = 0.
3. En déduire quatre nombres réels a, b, c et d tels que :
(22 4+524+6)2+ (224 4)? = (22 +az + b)(2* + cz + d).

Exercice 3
Chercher une solution particuliere de I’équation différentielle suivante :

Y + 4y + 4y = 272 + cos(3t)el.

Exercice 4
On considére I’équation différentielle suivante :
(1+t)y"(t) =20/ () + (1 —t)y(t) = (1 +t)3%e", VteR. (1)

1. Montrer que ¢ +— €’ est solution de I’équation homogene associée & (1).

2. Soit y une solution de (1). On pose z(t) = y(t)e™*, ¥Vt € R. Montrer que y est
solution de (1) si et seulement si z est solution d’une équation différentielle a
résoudre.

3. Donner les solutions de (1).

Exercice 5

Soient n € N* et (z1,..., 2,) € C". Montrer qu'il existe une partie I incluse dans [1,n]

telle que :
1 n
> -
IETEES 8l
kel k=1

Indication : Pour 8 € R, on note :

sz{jeﬂl,n]]:H—géarg(zj)éﬁ—i-g} et f(6) = :

> =

k‘GPg

On cherchera alors a minorer f, puis on intégrera l'inégalité obtenu sur [0, 2m].
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Correction du DM 4

Exercice 1

1
L’inéquation est bien définie si, et seulement si, 1 + 2 cos(z) > 0, c’est-a-dire —= <
cos(z). Donc, l'inéquation est bien défini si, et seulement si, il existe k € Z tel que

T € [—?ﬂ + 27k, g + 27k]. De plus, sin(z) = 0 si, et seulement si, il existe k € Z tel

que z € |2k, m 4+ 2mk]. 11 vient :
1+ 2cos(x) < sin(z)
2
< 1+ 2cos(x) <sin(z) et 3JkeZ,xe|2rk, g + 27k]
2
& 14 2cos(z) <sin’(z) et 3keZ,xe[2rk, il 27k] (car sinz > 0)
2
& 142cos(z) <1—cos®(z) et 3IkeZ,xe[2nk, ?W + 27k]
2
< cos(z)(2+cos(x)) <O et 3IkelZxe|2nk, ?ﬂ + 27k]
2
< cos(x) <0 et 3JkeZ,xe|2rk, g + 27mk] (car 2 + cos(z) > 0)
2
o JkeZuxe [g —|—27rk,§ + 27k]
Exercice 2

1. Le discriminant de I'équation est A = (5 — 2i)? — 4(6 — 4i) = —3 — 4i. De plus,
2

w” = —3 — 4i, avec w = x + iy, équivaut a (extraction des racines carrés) :

—3+5

T == o _ +1

2
3+5
==+ 20 +2
2
2y = —4

En obtient A = (1 — 2i)? (on peut aussi remarquer que —3 — 45 = 1 — 4j — 4 =
(1 — 2i)?). Ainsi, les solutions de 1’équation sont :

-5+ 2 1-—2: —5+2i—(1—2¢
z1 = +1;( Z)=—2 et z9 = +Z2( l)=—3+2z’.
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2. En utilisant lidentité a® + b* = (a + ib)(a — ib), il vient :

(22 +52+6)2 4+ (22 +4)? =

(22 + 52+ 6+ 2iz + 44) (2% + 52 + 6 — 2iz — 4i) = 0

(22 + (5+20)2+6+4i) (2> + (5 —2i)z +6 —4i) = 0

24 (5+420)2+6+4i=0 ou 22+ (5—2i)z+6—-4i=0
24 (54+2)2+6+4i=0 ou 22+ (5—-2i)z+6—4i=0
24+ (5-20)2+6—-4i=0 ou 224+ (5—2i)z2+6—4i=0
=—2 ou z—3+4+2¢t ou z=-2 ou z=-3+4+2

2 2
|

z=-—2 ou z=-3—2¢ ou z=-3+21

3. D’apres la question précédente, on a la factorisation suivante (attention —2 est
racine double) :

(22 4+52+6)2+(224+4)? = (24+2)%(24+3—2i) (2 +3+2i) = (22 +42+4)(2*+62+13).
Exercice 3

L’équation caractéristique associée est 22 +4x+4 = (x+2)? = 0, dont —2 est I'unique
solution (c’est une racine double du polynéme X 244X+ 4). Ainsi, il faut chercher une
solution particuliere de la forme o(t) = (at? + Bt + v)e " + (acos(3t) + bsin(3t))e’
Comme les solutions de I’équation homogene sont de la forme ¢ — (At + u)e_Qt, on peut
prendre S = v = 0.

On cherche alors une solution de la forme ¢(t) = at?e™2! + (acos(3t) + bsm(3t))
On trouve ¢'(t) = 2a(t — t*)e " + ((b — 3a)sin(3t) + (3b + a) cos(3t))e’, puis ¢"(t) =
20(1 — 4t + 2t*)e™ + ((6b — 8a) cos(3t) — (8b + 6a)sin(3t))e’. En remplacant dans
I’équation, il vient :

©" + 49 + 4p = 2e’ + cos(3t)e! =  2ae % + (18bcos(3t) — 18asin(3t))e!

1 1
Par identification, on obtient « = 1, a = 0 et b = 5 Ainsi, t — t?e7 2 4 18 sin(3t)e’
est une solution particuliere de I’équation différentielle.

Exercice 4
1. Ona (1+t)ef —2e" + (1 —t)e! = 0, donc t — e’ est solution de I"équation homogene
associée.
2. En posant, z(t) = y(t)e_t, onay(t) = z(t)e, puis Y (t) = (Z/(t)+z(t))e et ' (t) =
(2" 422/ (t)+2(t))e'. On trouve alors (1+t)y" — 2y + (1 —t)y = ((1+1t)2" +2t2")e"

Par conséquent, y est solution de (1) si, et seulement si, (1 +#)z" +2t2’ = (1 +1t)3.
En d’autres termes, 2’ est solution de I’équation différentielle suivante :

(1+t)f +2tf = (1 +1)> (2)
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De plus, les solutions de (2) sont de la forme :

M1 +t)%e™2 ¢ , site]—o0,—1]
= 2 2
f(t) Y o (141) ' , avec (A, ) e R
uw(l+t)%e = + 5 > sinon

Le calcul d’une primitive donne alors :

,_.
ol to|+

A(t? + 3t +5/2)%e % + w, site] — oo, —1]
Z(t) = ( t)3 )

p(t? + 3t +5/2)%e % + . sinon

avec (\, 1) € R%.

—_

3. D’apres la question 2, les solutions, sur R, de I’équation (1) sont données par :

+

3
) e, site]—o,—1]

t)? 4 ’
e’, sinon

At + 3t +5/2)%e " + (
y(t) = (1
p(t? + 3t +5/2)% " +

avec (\, u) € R2.

+o

(=)

Exercice 5

On note z;, = |z|e, Yk € [1,n]. On commence faire « tourner » les éléments de Py
de fagon a ce qu’ils soient dans le demi-plan x > 0, puis on minore la fonction f a I'aide
de l'inégalité |Z| = |Re(Z)|. On trouve :

k‘EPg

f(0) = > Z | 21| cos(0 — 0).

k‘EPg

On remarque qu’il n’y a pas besoin de valeur absolue sur le cosinus puisque 0y — 0 €
[-7/2,7/2]. On a alors :

21 27
f(6)do > f D |zl cos(6y, — 6)do.

0 0 kepy

De plus, on a :

2m n 2m
D7 Jzk| cos(6 — 0)do = |zk|J cos(By — 0)1p,(0;,)d6
0 kePpy k=1 0
n 9k+g
= Z |2k | cos(0 — 0)do
k= =3

1

n
=2 |z,

k=1
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ol 1p, est la fonction indicatrice de Py (il faut préciser le raisonnement pour la seconde

21
égalité). De plus, f est continue sur [0, 27] et o f(0)d0 est la valeur moyenne de f
T Jo

27
sur [0, 27]. Donc, il existe 6y dans [0, 27] tel que 27 f(6p) = f(6)do. Ainsi, il vient :
0

2T

21 n
orf(6o) = | f(6)d8 > D7 Jzk] cos(By — 0)d0 = 2 > |z
0 0 kepy k=1

P

kel

Ainsi, on pose I = Py, et on a

1 n
= — Z |Zk|
Tz



