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Suites Numériques

Simulation Concours Blanc (1 heure)

3 de
me=§//
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z—y
K()

FIGURE 1 — Karl F. Gauss a obtenu une formule exacte donnant la moyenne arithmético-
géométrique de a et b a ['aide d’une intégrale elliptique, mais ce n’est pas celle-la qu’on
va prouver aujourd hui !

T
4

: Moyenne arithmético-géométrique
Soit (a,b) € RT x R™, un couple de réels positifs ou nuls.

Partie |. Etude de deux suites imbriquées

On définit deux suites par ag = a, by = b, et les relations de récurrence :

° \V/REN, Api1 = ay, by,
e VneN, b, = (a,+0b,)/2

1. Déterminez les deux suites lorsque a = 0, ou lorsque b = 0, ou lorsque a = b.

2.a. Montrez que Vn € N*, a,, < apy1 < bpyr < by

|bo — aol
2n

c. Montrez que les suites (a,) et (b,) convergent vers la méme limite, appelée moyenne
arithmético-géométrique de a et b. On note

b. Montrez que Vn € N*, |a,, — b,| <

M(a,b) = lim a, = lim b,

n—-+o00 n—-+o00
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4.a.
. Montrez que si A € R™ est un réel positif, alors M (Aa, \b) = A\ (a, b).

b
. Montrez que M(a,b) = M (\/%, ot )

5.

. Vérifiez que vVab < M(a,b) <

Explicitez M(a,0), M(0,b), M(a,a).
Montrez que M(a,b) = M(b, a).

2

a+0b

5
Partie Il. Etude d’une fonction

On étudie la fonction F : RY — R définie par Vo € RT, F(z) = (1, z).
Calculez F'(0), F(1).
Montrez que Vo € R", F(z) > 0.

Soit (z,4) € RT x RT tel que # < y. On considere les suites (ay,), (b,) d’une part et
(), (Bn) d’autre part, définies par ag = 1,bp = z; ap = 1,5y = y et les relations de
récurrence :

e YneN, a,1 = Va,b, e VneN, a1 = Va,bn
e VneN, by = (an+bn>/2 e VneN, 571—5—1 = (an+5n)/2

Montrez que pour tout entier n € N, Vn € N, a, < «a,, et b, < f,.
Déduisez-en que F' est croissante.
1+z

. Montrez que pour tout réel positif x € R*, on a vz < F(z) < .

2
Qu’en déduisez-vous concernant les limites de F'(x) lorsque x tend vers 1, vers +oo?

Justifiez pour tout réel x strictement positif, les trois formules suivantes :

o F<x):xp(l) b. F(;,;):\/EF@:;;) c. F<x>=1;xF(12fc

X

)
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PROBLEME 1
Soient (a,b) € RT x R, deux réels positifs ou nuls.

Partie |. Etude de deux suites imbriquées

On définit deux suites par ag = a, by = b, et les relations de récurrence :

e VneN, a,,1 = Vayb,
e VneN, b, = (a,+0b,)/2

1. e lorsque a = 0, la suite (a,) est constante égale & 0, par conséquent, la suite (b,) est

la suite géométrique de premier terme b de raison 3 :

b
2n

e lorsque b = 0, alors a; = 0. Par conséquent (a,),>1 est nulle et par conséquent la

YneN, a,=0etbh,

. . p o . a .
suite (by,),>1 est la suite géométrique de premier terme 3 et de raison ‘5 :

VYneN*, a,=0c¢tbh,=—

e lorsque a = b. Les suites (a,) et (b,) sont constantes :

vneN, a,=aetb,=0b

2.a. Soit n € N, on a par construction :

2
a, + b, (Vbn — /an)
- anbn =
2 2
En particulier, pour tout entier naturel non nul a,, < b,.
a, —b
Par conséquent, pour tout entier n € N*, b, 11 —b, = ——— < 0 et a,11/a, = \/bn/a, >

o 2
1. Ainsi,

bn+1 — OQpy1 =

vn € N*yan < Qp+1 < bn—l—l < bn

b. Soit n € N. On a

an—an_\/—n:(\/_ \/_>

anb
2 2
(Vu = V)" (Vo= i) by —an
2 Van + /b, 2
b, — an,

2

bn+1 —AQp4+1 =

N
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Ceci étant vrai pour tout entier naturel n € N, une récurrence immédiate, permet d’en
déduire que :
|bo — ao|
Vi €N, Ja, —bo| < 00
D’apres les deux questions précédentes,
e la suite (a,) est croissante
e la suite (b,) est décroissante,
e la suite (b, — a,) est convergente vers 0 par comparaison a une suite géométrique de
raison —.
2
Ainsi, les suites (a,) et (b,) sont -elles adjacentes. D’apres le théoréme de convergence

des suites adjacentes, clles sont donc convergentes et convergent vers la méme limite,
appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b. On note

M(a,b) = lim a, = lim b,

n—-+4o0o n—-+40o

A
D’apres les exemples de la premiere question, il vient 9M(a,0) = lir+n a, =0, M(0,b) =
n—-+00
lim a, =0, M(a,a) = a. A
n—-+00
. On considere les suites (a,), (b,) d'une part et (a,), (£,) d’autre part, définies par ag =
a,bp =b; ag = b, By = a et les relations de récurrence :
e VneN, a,,1 = Vayb, e VneN, a1 = Va,0Bn
e YneN, b,.1 = (a,+b,)/2 e V\neN, B, = (a,+08.)/2
Une récurrence immeédiate montre que
* Qp = Qn
vneN ,{ 8 — b,
En particulier, les suites (a,) et (a;,) ont méme limite :
M(a,b) = M(b, a)
A

Soit A € R™ est un réel positif. On considere les suites (av,) et (3,) définies par
P

ag=MNa, fp=Abet e VneN, any = vanfn

VneN, B = (an + Bn)/Q
Une récurrence immédiate montre que
a, = Aa,
Vn € N,{ Bn = Aby

2
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Or, par construction, la suite («,) est convergente de limite (A a, A b). D’autre part,
par OPA, la suite (A a,) est convergente de limite A 9t(a, b).
Par unicité de la limite, il s’ensuit que

M(Aa, Ab) = AM(a, b).

A

. a+b .
c. Par construction, on a a; = vab et by = ——. Or les suites (a,)n>1 et (b,)n>1 sont toutes

deux convergentes de limite 9(a,b), comme suites extraites de suites convergentes.
D’autre part, les suites (a,)n>1 €t (by)n>1 sont définies par la donnée de leurs premiers
termes, a; et by ainsi que les relations de récurrence :

e YneN*, a,.1 = Va,b,
e VneN*, b,y = (a,+b,)/2

Par définition, elles sont adjacentes et convergent toutes deux vers 9 (aq, by).
Par unicité de la limite, il s’ensuit que

M(a,b) = M (@ a;b)

A

d. Comme les suites (a,) (croissante) et (b,) (décroissante) sont adjacentes de limite com-

mune IM(a,b), il découle du corollaire sur les suites adjacentes que Vab = a; <

b
ﬁﬁ(a,b)gblzag | A

Partie Il. Etude d’une fonction
On étudie la fonction F : R" — R définie par Vo € RY, F(z) = M(1, ).
D’apres les résultats de la question 1.3. F/(0) = M(0,1) =0, F(1) =M(1,1) = 1. A
Vz € R, 9M(z,1) > 0. Autrement dit,

Vo € RY, F(x) >0

A
Soit (z,7) € RT x R tel que x < y. On consideére les suites (a,), (b,) dune part et
(), (Bn) d’autre part, définies par ag = 1,bp = =; a9 = 1,50 = y et les relations de
récurrence :

e VneN, a,,1 = Vayb, e VneN, a1 = Va,0bn
i VnEN, bn+1 = (an+bn)/2 . VRGN, Bn-i—l = (an+ﬁn)/2

On montre par récurrence sur n € N, que Vn € N, a, < «a,, et b, < f,.
e Init:pourn=0,a0=1=ap, by =2 <y = /L.

o Hérédité : soit n € N tel que a,, <, et b, < f,. Alors

Ap+1 = \/anbn < \/anﬁn = Qp41
an + by _ ay,+ By

bn+1 = 9 < 9 = ﬁnJrl
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e Conclusion : Par récurrence, on a bien montré que
vneN, a,<a, et b,<b,

Comme la suite (a,) (resp. (a), est convergente de limite F'(z) (resp. F(y)), il s’ensuit
par passage a la limite dans une inégalité que

F(z) < F(y)

Ceci étant vrai pour tout couple (x,y) € R x RT tel que x < y, on en déduit que F est
croissante. A

4.a. Soit x € R™. D’apres la question 1.4.d, on a directement

1
VI <) < —
A
1+
b. & clairement, lim /2 = 1 = lim ———. Par encadrement, il s’ensuit que
r—1 r—1 2
glUILI%F(J?) =1=F()
> comme lirll Vx = +00, il en résulte aussi par comparaison que
T—>+00
lim F(z) = +o00
T—>—+00
A
Soit € R™.
1 1 1
a. Flx)=M(1,z) =2 M(—,1) =z M(1, —) =zF(-)
x x
1 + x 1+ 1+2
b. F(z)=M M(1 F(——=).
(r) = M(Va, ——) = Vr M(1, f)ﬁ<2ﬁ)
1 1 2
c. En combinant les deux résultats précédents, F(z) = /= F|( i x) _ e F( \/E)
2\/x 2 1+z
A



