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Fonctions Réelles
Préparation DS N°4

EXERCICE 1 : Soit f : [a,b] — IR une fonction de classe C2. On note M = r[naﬁ( If"].

1. Justifier 'existence de M.

Montrer qu’il existe une unique fonction affine ¢ telle que p(a) = f(a) et ¢(b) = f(b).
Expliciter ¢(t) pour t € [a, b].

2. Pour tout A € IR, on note v la fonction définie sur [a, b] par
Ya(t) = f(t) —@(t) = At —a)(t = b) .

On se donne z €]a, b[. Montrer que ’on peut choisir A (et expliciter la valeur de A en fonction
de z) de fagon que 95 (z) = 0.

Montrer alors lexistence d’un ¢ €]a, b tel que ¥} (c) = 0.

3. De la question 2., déduire la majoration de ’erreur commise en remplacant ’arc de courbe
par sa corde sur le segment [a, b] :

vrelal (@) - ¢l < (e - a)b-2)
b b
4. En déduire / f(x) dx —/ p(z) dz| < %(b —a)®

EXERCICE 2 :

Soient les fonctions f et g définies sur IR par

f(x) = arccos(th x) ; g(z) = arcsin (chlx> .

Sont-elles dérivables sur IR 7 Calculer leurs dérivées lorsqu’elles sont définies. En déduire
une relation simple entre f(z) et g(x).

PROBLEME :
On pose f(z) =

T pour tout réel x différent de 1.

n k
Pour # € R et n € IN, on pose E,(r) = Z %
k=0

1. Etudier les variations et les limites de f, construire sa courbe représentative.

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, on peut écrire

e.’IJ

veeR  fM(z) = A=t P,(x),

ol P, est une fonction polynome ; on exprimera P, (x) a laide de P,,_1(z) et P,_(x).

W

. Calculer P,(1). Quel est le terme dominant (terme de plus haut degré) du polynéme P, ?

4. En dérivant n fois la relation (1 — ) f(x) = e*, démontrer la relation

P.(z)=nlE,(1 —x).

5. On pose F,(x) =" E,(—z) pour n € IN et x € R. Prouver la relation

Fn(x):l—i—/ et@dt.
0 n:

En déduire les variations et les limites & I'infini de la fonction F;, (discuter selon la parité
de n). Quel est le nombre de solutions réelles de ’équation P,(z) =0 7
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PROBLEME 1 : Méthode de Newton
Soit f : T = [a,b] — IR une fonction de classe C?, telle que

fla)<0<fb) 5 f>0swl ; f">0surl.
On pose my = m[inb] fl(z) et My= max f(z) (omamyg>0et My>0).
TE|a, TE|a,
Soit I' la courbe représentative de f.

1. Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une unique solution w dans l'intervalle |a,b[ .

On définit une suite (z,) par : xy = b et, pour tout n € IN, x,11 est I'abscisse du point
d’intersection avec I'axe Oz de la tangente a I au point d’abscisse x,,.

2. Faire un schéma. Montrer que l'on peut écrire 41 = ¢(z,), ot ¢ est une fonction que 'on
explicitera a I'aide de f.

3. Montrer que l'intervalle |w,b] est stable par ¢. En déduire que w < 2,41 < @, pour tout

n € IN, puis que lim z, = w.
n—-+4o00

f(n) + (W = 20) f'(20)

4. Montrer la relation z,41 —w = —

pour tout n € IN. En déduire que

nelN  0< 2 —w< — (2, —w).

M
5. Montrer qu'il existe un entier N tel que 2—2 (zy —w) < 1. En déduire l'existence de deux
m
constantes ¢ > 0 et k € ]0,1] telles que I'on ait

0<z,-w<ec: k" pour n assez grand .

6. Montrer que la suite (z, — w) est négligeable devant toute suite géométrique (la convergence
de la méthode est donc tres rapide).

7. Exemple d’estimation du temps de calcul. Supposons que I'on ait obtenu la majoration

2TL
1
VnelN OSZEH—W§<2> .

Combien d'itérations sont nécessaires pour calculer w & 10720 pres ? & 1071% pres 7 4 107100
pres 7
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EXERCICE 1 :
1. La fonction f étant de classe C?, sa dérivée seconde est continue sur le segment [a, b], de méme
que la fonction |f”| qui admet donc un maximum sur ce segment.
Cherchons ¢ sous la forme (t) = at + 8. Les conditions ¢(a) = f(a) et o(b) = f(b)
: \ aa+p = f(a)
conduisent au systeme
b a+5 = fb)
_f) - fla) S . o
avec @ = ——————= (c’est le coefficient directeur de la sécante (AB) si l’on note A et B les

b—a
bf(a)—af(b
points d’abscisses respectives a et b sur la courbe représentative de f) et 3 = M

b—a

, qui admet pour solution unique le couple («, 3)

Ainsi,

f(b) = fla) ,  bfla)—afb)

a
b—a b—a (t=a).

p(t) = = fla) +
.\ . , . o f(b) — f(a)
La deuxiéme expression de @(t) montre que ¢’est la droite de coefficient directeur b a

passant par le point A(a, f(a)).

p(x) — f(x)
(@—a)b—2)
classe C? sur le segment [a, b] (c’est la différence de f et d’une fonction polynome du second
degré) et vérifie 1y (a) = ¥x(z) = ¥x(b) = 0. En appliquant le théoréme de Rolle, il existe
au moins un point d dans Uintervalle ]a, z[ tel que 1 (d) = 0 et un point e dans ]z, b[ tel que
) (e) = 0. Comme d < e, on peut de nouveau appliquer le théoréme de Rolle a la fonction
dérivée ) : il existe ¢ €]d, e[ tel que ¥} (c) = 0.

2. La condition 1 (x) = 0 donne A = . Si A est ainsi choisi, la fonction 1y est de

3. Soit = €la, b fixé. Choisissons alors A comme dans la question précédente. Explicitons la
dérivée seconde de vy :

Vt € [a, 0] () = f7() =20 = f(t) — QW '
_ f//(c)

La condition ¢} (c) = 0 s’écrit alors ¢(z) — f(z)

majoration

5 (x —a)(b—x). On a donc la

vrelabl  If@) - p(@)| < % (@ —a)b-a),

majoration qui reste évidemment valable pour x = a et = b.



ELBILIASY

Prépas MPS| Problémes Corrigés My Ismail Mamouni

[htfp :// elbilia.sup] [http :// myismail.net]

4. On a

b b
< [ 1@ - @l [ @-ab-a)ds,

/abf(x) dx—/abgo(x) dx

b
Un petit calcul, que je laisse volontiers au lecteur, donne / (r—a)(b—z)dx =
a

(b—a)®
6 b
d’ou la conclusion.

Les résultats obtenus dans cet exercice seront prochainement repris en cours pour majorer l’erreur
commise lors d’un calcul approché d’intégrale par la méthode des trapeézes.

EXERCICE 2 :

e La fonction th, définie sur IR, prend ses valeurs dans | — 1, 1], intervalle sur lequel la fonction
arccos est définie et dérivable. La fonction composée f = arccosoth est donc définie et
dérivable sur IR avec

(@) = (th)(z) - (arccos)(tha) = (1 — th’ z) - \/1:1711% —V1—th?z = _i

car, pour tout réel z, on a 1 —th?z = et chx > 0.

ch? x

1
e La fonction I est définie et dérivable sur IR, & valeurs dans ]0, 1] ; la fonction arcsin est définie
c

et continue sur cet intervalle, mais n’est pas dérivable au point 1. La fonction g est donc
continue sur IR , mais on ne peut utiliser la formule de dérivation d’une fonction composée

1
qu’en un point x pour lequel e # 1, c’est-a-dire pour z # 0. Pour tout z € IR*, on a
chz

shx 1 shz chz shz 1 sgn(x)

/ = — . — — . — [
g(@) = ch? z 1 ch’z \/ehZz — 1 |shz| chz chx

1—
ch®z

car ch? z — 1 = sh? z et, pour tout réel z, shz est du signe de x.

e Remarque. On voit que lim ¢'(z) = —1et lim+ g'(z) = 1, donc la fonction g n’est effectivement

r—0~ z—0

pas dérivable en zéro, mais admet en ce point une dérivée a gauche et une dérivée a droite
distinctes : g;(0) = —1 et g;(0) = 1. Notons toutefois que les deux fonctions f et g sont
continues sur IR.

e Les fonctions f et g sont dérivables et ont la méme dérivée sur R, donc different d’une
constante ; comme elles ont la méme limite en +oo, & savoir arccos(1) = arcsin(0) = 0, on
en déduit qu’elles coincident sur cet intervalle ;

e Les fonctions f et g sont dérivables et ont des dérivées opposées sur IR* , donc leur somme
f + g est constante sur cet intervalle et vaut

lim f(z)+ lim g(x) = arccos(—1) + arcsin(0) = .

(les deux expressions coincidant pour x = 0).

. g(xz) = m— f(x) sur R_
Bilan : on a
{g(x) = f(x) sur IR,
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PROBLEME :
(2—x)e®
1. fl(z) = ~—F—
f ( ) (LI} . 1)2
chacun des intervalles | — 0o, 1] et ]1,2], et strictement décroissante sur [2, +00]. Les limites
se laissent calculer tranquillement, sans opposer de résistance :

est du signe de 2 — z. La fonction f est donc strictement croissante sur

limf=0 ; limf=40c0 ; limf=-00 ; limf=-00.
—oo 1- 1+ +o0

L’axe Ox est donc asymptote a la courbe lorsque = tend vers —oo.

2. 1l s’agit d’une assertion (A, ) dépendant d’un entier naturel n, montrons-la par récurrence :
e ¢’est vrai pour n = 0 avec Py(z) =1 ;
(e C’est vrai aussi pour n =1 avec Pi(z) = —z +2) ;
e soit n € IN, si lassertion est vraie au rang n alors, en dérivant l'expression de f (")(:U)7 on

obtient, apres réduction (sur feu doux) :
x

e
FO () = A= [(n+2—2)Py(x)+ (1 —2) P.(z)] .
L’expression entre crochets étant une fonction polynéme de z, 'assertion est prouvée par

récurrence.

En décalant les indices dans la relation ci-dessus, on obtient la relation permettant le calcul
de proche en proche des polynémes P, :

Vn € IN* Pyz)=mn+1—2)P1(z)+ (1 —2x) P,_4(x) * .

3. En appliquant la relation ci-dessus pour z = 1, on obtient Yn € IN* P, (1) = n P,_1(1).
Comme Py(1) =1, on en déduit P, (1) = n! (sans aspirine).

11 peut sembler raisonnable de conjecturer que le terme dominant du polynéme P, est (—1)"z" :

¢’est vrai pour n = 0 et pour n = 1. Si, pour un n € IN* donné, c’est vrai au rang n — 1

(c’est-a-dire P,,_; a pour terme dominant (—1)""' 2"1), alors, dans la relation (*) ci-

dessus, le terme (n+1—2) P,_1(x) a pour terme dominant —x - (—1)""'2" " = (=1)" 2" ;
quant au terme (1 — x) P, _,(z), étant de degré seulement n — 1, il ne fait pas le poids et

se laisse donc gentiment négliger, ce qui acheéve la récurrence.

4. En utilisant la formule de Leibniz, dérivons n fois la relation e = (1 — x) f(x). Cela donne

=Yk L1 —a) f P @) = (=) F o) = fO V)
k=0

dk
La somme ne comporte en fait que deux termes car ﬂ(l —x) est nul pour k£ > 2. On peut
x
réécrire cela sous la forme
e e
T __
€ —mpn(x)fnmpn_l($)7

soit encore P, (z) =n P,_1(z) + (1 —z)". On a donc aussi P,_1(x) = (n —1) P,_a(z) +
(1 — )™ ! puis, en réinjectant

Pu(z) =n(n—1) Py_o(z)+n(l —2)" 1 +(1—2)".
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On écrit encore une étape ou deux au brouillon et on est alors mir pour conjecturer que,
pour k de 1 a n,

Puz) = nn—1)---(n—k+1)P, p(@)+nn—-1)-(n—k+2)(1—z)" 1 4...... +(1=a)"
= nn-1)-(n—k+1)P,_r(x)+ Z nf'!(l—x)j,
j:n—k+1j'

ce que I’'on peut vérifier par récurrence. Pour k = n, tenant compte de Py(z) = 1 = (1—x)°,
on a donc

= ™y =nl Y M —pn! _
P, (z) Z T (1—2) =nl Z o n!E,(1—x).
j k=0 ’

n
j=0""

<

5. Démontrons la relation proposée par récurrence sur n :
x
epour n =0, 1 Jr/ eldt =1+ (e" — 1) = e* = e” Eg(—x) = Fy(x) : cest vrai.

0
e Soit n € IN donné, supposons la relation vraie au rang n. On effectue une intégration par

parties :
T —t n+1 t x 1 x
1+/ etLdt = 1+{(—t)"+16] +—/ et (=)™ dt
0 (n+1)! (n+1)!, n!J
x _A\n _ e \n+1
e [ g G
F()+T(x)n+1 (hypothése de ré )
= Fu(z othése de récurrence
x E (_ir)n-i_l _ mE _F
= ¢ n(—2) m =" Enp1(—2) = Foya(a) .
La fonction F,, est donc une primitive sur IR de la fonction z +— € _' l, soit
n!
Fl(x) = ¢€" ﬂ Remarquons enfin la relation P,(z) = n!e™® F(z — 1) ou encore
n!

e%
F.(z) = - P,(z+1). La fonction 2 — e~ ne s’annulant pas, le nombre de zéros réels de

la fonction'polynéme P, est égal au nombre de solutions réelles de ’équation F,(x) = 0.
Notons aussi que, le terme dominant du polynéme P,, (ou du polynéme “translaté” P, (z + 1),
c’est le méme) étant (—1)" 2", on a Py(z +1) ~ (=1)" 2", par conséquent

r—+o0
-1
Fn(ﬂf) at—:\:.{:oo ( nl) " e”.

On en déduit la discussion suivante :

e si n est pair, alors Vo € R F),(z) > 0 (cette dérivée étant nulle seulement pour z = 0) : la

fonction Fj, est donc strictement croissante sur IR. Des équivalents écrits ci-dessus, on déduit

lim F,(z)=0 et lirf F,(z) = 400 : la fonction F, réalise alors une bijection continue
T—T00

r— —00
strictement croissante de IR vers |0, +oo[= IR} et ne s’annule donc pas ; le polynéme P,
n’a pas de racine réelle.
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e si n est impair, la dérivée F.(z) est du signe de —z, la fonction F,, est donc stricte-
ment croissante sur IR”, strictement décroissante sur IR’ , avec  lim F,(z) = 0 et
Tr— —00

1iT F,(x) = —oc0. En faisant un tableau de variations, on voit que la fonction F;, s’annule
T— 100

en un point et un seul (appartenant a IR} ), donc le polynéme P,, a une unique racine réelle.
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PROBLEME 1 : Méthode de Newton

1. f est continue et strictement croissante sur |a, b[, donc réalise une bijection de cet intervalle
sur son image. Or, 0 € f(]a,b[) = | f(a), f(b)[, donc Fw €]a,b] f(w) =0.

2. La tangente & I" au point d’abscisse x,, admet pour équation y = f'(x,,) (z —z,) + f(z,). Elle

. : f(zn) f(z)
tre O t d’abscisse T, 11 = T — .0 d =z— .
rencontre Ox au point d’abscisse z,+1 = @, P n posera donc ¢(x) = x )
f(x)
3. Pour tout z €|w, b|, p(x) < x car >0
Jo ], o(2) o ,,
La fonction ¢ est de classe C! sur [w,b] avec ¢’ = .Ona ¢ > 0 sur |w,b|, donc ¢ est
f'/2

strictement croissante sur [w, b] et, pour tout = €Jw,b], w = p(w) < p(x) < < b, donc
I'intervalle Jw, b] est stable par .
La suite (z,) est donc décroissante strictement et & valeurs dans l'intervalle Jw, b] (cf. études
de suites récurrentes z,+1 = ¢@(x,)). On en déduit w < x,11 < x, pour tout n.
La suite (x,) est décroissante et minorée (par w), donc elle converge. Sa limite est un réel
[ € [w,b] tel que p(1) =1, c’est-a-dire f(I) =0 : c’est donc w.
4. On a

f(zn) (Tr, —w) f'(70) = f(zn) f(@n) + (W — ) f'(zn) )

Tpgl — W =Ty — —w= = —

I'(xn) [ () I'(xn)

On sait que x,+1 —w > 0 (question 3.). Par ailleurs, I'inégalité de Taylor-Lagrange donne

§6) = (Fan) + @0 =) £@a))| < 22 a2, —w.
2!

Tenant compte de f(w) = 0 et de la minoration du dénominateur positif f’(x,) par my, on
obtient I’encadrement voulu.
M.
5. Posons M = —~. Comme lim (z, —w) = 0, il existe N € IN tel que M(zy —w) < 1. Pour
2mq n—+oo
tout n > N, nous pouvons écrire

|Tn —w| < Ml|z,_1 —w|?
|33n—1 - W|2 < M2|xn—2 - W‘4
k k k+1
|Tn-k —w|* < M |zp_p_1 —w]?

277,—N—1 |2n—N

271,—1\]—1
< M ey —w

[xnNt1 —w

Par substitutions successives, nous obtenons

|2 — w| < M1+2+22+..,+2"*N*1|xN . w‘2"*N

c’est-a-dire gn—N

|2, —w| < M2n7N71|xN — W

soit (puisqu’on sait que z,, >w) : 0 <z, —w < ¢- K" pour tout n > N, en posant ¢ = i

9

—-N

et k= (M(zn — w))2 (le choix de N garantit bien que k €]0, 1[).
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2’”
2" Ink — —00, donc

n—-+00

n—-+4oo

6. Soit ¢ €]0,1[ ; on a In (c ) =Ilnc+2"Ink—nlng ~
ey
=0 et z, —w=o0(¢").

lim
n—+oo g
10 In 10 )
In2

2'”4
1 ~10 _on _ n (
<10 <— —2"In2<-10In10 < n> 2
n

7. (=
(3
suffisent pour une précision de 1071°. Des calculs analogues conduisent & 9 et 12 itérations
0100 ot 10—1000

~ 5,06 , donc 6 itérations

respectivement pour des précisions de 1




