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4 heures

Probléme 1: Equations dans P(E)

Soit FF un ensemble.

Pour toute partie A de E, on note A le complémentaire de A dans E.

1. Soit A une partie de E.
On cherche a caractériser les solutions (X, Y') de I'équation X NY = A.

(a) Soit A une partie de E. Montrer que pour tout couple (R, S) de parties de F, les ensembles

X=AU(RNS) . _
{Y:AU(RHS) vérifient X NY = A.

(b) Montrer que, réciproquement, toute solution (X,Y) de XNY = A est de la forme ci-dessus
pour, au moins, un couple (R, S) de parties de E.

(c) Conclure.

2. Etudier de méme 'équation X UY = A.

On donnera deux démonstrations pour cette question :

X=AN(RUS)
Y =AN(RUS)

(b) Une méthode qui utilise le résultat de la question précédente.

(a) Une méthode analogue a la précédente, avec {

3. Dans cette question, on désire étudier I'équation (AN X)U (BN X) = C, ou A, B,C sont des
parties données de F/, X étant une partie inconnue de E.

(a) On suppose que Xy est solution de cette équation.
i. Montrer que ANB CCetC C AUB.
ii. Montrer que (BNC)U(BNC)U [XoN ((ANB)U(ANB))] = Xo.
(b) On suppose que ANB CC C AUB.
D étant une partie de E, on pose : X = (BNC)U (BNC)U[DN((ANB)U(An B))].
Démontrer que :
L. ANX=Cn[BU(DNANB).
ii. BUX=BU(BNC)U(DNANB).
iii. BNX =Cn[AU(DNB).
(¢) En déduire (AN X)U (BN X).

onner une condition nécessaire et suffisante, portant sur A,B,C', pour que 1'équation
d) D d;'t' € i t suffisant tant A,B.C I'é ti
(AN X)U (BN X)=C ait au moins une solution.

(e) Donner alors la forme générale de la solution.
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Probléeme 2 (Bonus): Trois relations identiques dans P(E)

Etant donné un ensemble E, on désigne par M une partie non vide de P(E) telle que :

VX, YeM,IZeM, telque ZC XNY.

1. Montrer que pour tout ensemble F, il existe de telles parties M de P(FE).

2. On associe & M une relation binaire R définie sur P(E) par :
VA BeP(E), ARB&IX eMtelque ANX =BnNnX

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(b) Montrer que R est 1’égalité si et seulement si M = {E}.

(¢) Montrer que R est 1’équivalence universelle si et seulement si () € M.
3. On note A la classe d’équivalence, pour R, d'une partie A quelconque de E.

(a) Déterminer E et 0.
(b) Montrer que si A€ E et B € E, alors ANB € E.
(¢) On pose N’ = E, et dans P(E) on désigne par S la relation :

VA BeP(E), ASB&3IY e N telque ANY =BNY
Montrer que les relations R et S sont identiques.
4. On définit sur P(E) la différence symétrique :
VA BeP(E), AAB=(ANB)U(ANB)
Soit T la relation définie sur P(E) par :
VA BeP(E), ATB< 3XeMtelque (AAB)NX =)

(a) Montrer que les relations 7 et R sont identiques.
(b) A, A’, B, B’ étant des parties de F telles que AR A’ et BR B’, montrer que :
(ANB)R(ANB), (AUB)R(AUB'), ARA, et (AAB)R(A'AB).

5. Déterminer les classes d’équivalence de P(E) pour la relation R dans les cas suivants :

(a) M ={FE}.

(b) 0 e M.

(¢) M={{z}},ouzekFE.

(d) M D {{z},{y}}, ot =,y sont deux éléments distincts de E.
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Probleme 3: Sous-groupes distingués

Soit G' un groupe, qui n’est pas supposé abélien. On note (a, b) — ab la loi de G.

On note e le neutre de G, et a™! le symétrique de tout élément a de G.

Pour toute partie X non vide de GG, et pour tous éléments a,b de GG, on pose :
aX = {azx, v € X} Xb={xb, v € X} aXb=a(Xb) = (aX)b={axb, v € X}

Les propriétés suivantes sont évidentes et n’ont pas a étre démontrées :

aX CaY a(bX) = (ab) X
XCY={ XbCYb (Xa)b = X (ab) eX = Xe=X
aXbCaYd a(bXc)d = (ab) X (cd)

On rappelle que les automorphismes intérieurs de GG sont les applications ¢, définies par :
Vae G, Ve G, g ) =azxa!

I. Définition des sous-groupes distingués

1. Soit H un sous-groupe de GG. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Pour tout a de G, aH C Ha
i1) Pour tout a de G, Ha C aH
iii) Pour tout a de G, aH = Ha
On dit qu'un sous-groupe H de G est distingué s’il vérifie ces conditions.
2. Soit H un sous-groupe d’un groupe G.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) H est distingué dans G
ii) Va€G, aHa ' =H
iii) Va€G, aHa ' C H

Exprimer cette propriété avec la terminologie des automorphismes intérieurs de G.

I1. Exemples de sous-groupes distingués

1. Soit G un groupe. Vérifier que {e} et G sont distingués dans G.
2. Que peut-on dire des sous-groupes distingués d’un groupe abélien G 7
3. Soient G et G deux groupes. Soit f: G — G un morphisme de groupes.
(a) On suppose que H est un sous-groupe distingué de G.
Montrer que son image réciproque par f est un sous-groupe distingué H de G.

(b) Dans cette question, on suppose que le morphisme f est surjectif.
Soit H un sous-groupe distingué de G.

Montrer que H = f (H) est un sous-groupe distingué de G.
(¢) Que dire du noyau de f?
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ITI. Centre et centralisateurs

Soit G un groupe. Soit X une partie non vide quelconque de G.
On appelle centralisateur de X Pensemble X' = {a € G,Vz € X, ax = xa}.
On appelle centre de G l'ensemble C' = {a € G,Vz € G, ax = za}.

Le centre de G est donc le centralisateur G’ de G lui-méme.

1. (a) Montrer que X’ est un sous-groupe de G.
(b) Montrer que le sous-groupe C' est distingué dans G.
2. Avec les automorphismes intérieurs, retrouver que C' est distingué dans G.
3. Dans cette question X et Y sont deux parties non vides quelconques de G.
(a) Vérifier que X CY =Y’ C X'.
(b) On pose X" = (X')'. Montrer que X est inclus dans X”.
(¢) On pose X" = ((X')")'). Montrer que X' = X".
4. Dans cette question, on suppose que H est un sous-groupe de G.
(a) Montrer les équivalences : H abélienss H C H' < H” abélien.
(b) Montrer que si H est distingué, alors H' est distingué.

IV. Produit de deux sous-groupes

Dans cette partie, H et K sont deux sous-groupes quelconques de G.

On pose HK ={hk, he H, k€ K} et KH ={kh, k€ K, h€ H}.
1. Montrer que HK C KH< KHC HK < HK = KH.
2. Montrer que H K est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.
3. On suppose que 'un des deux sous-groupes H ou K est distingué.

Montrer que HK = K H. Conclusion ?

V. Quotient par un sous-groupe distingué

Soit H un sous-groupe quelconque de G.

On définit sur G une relation R par 2Ry < = 'y € H.
1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur G.
Quelle est cette relation si H = G 7 si H = {e}?
2. Vérifier que la classe d’équivalence d’un élément a de G est @ = aH.
3. Dans cette question, on suppose que H est un sous-groupe distingué de G.
On note G/H 1’ensemble des classes d’équivalence de G pour la relation R.
(a) Soient x et y deux éléments de G. Montrer que Ty ne dépend que de T et de 7.
(b) On peut donc définir une loi sur G/H en posant : ¥ (x,y) € G, Ty = Ty.
Montrer qu’alors G/H est un groupe. Quel est le neutre ? 'inverse de T ?
On dit que G/H est le groupe quotient de G par le sous-groupe distingué H.
(¢) Montrer I’équivalence des deux propriétés :

— Le groupe G/H est commutatif.

1

— Pour tous z,y de G, I'élément y~ 'z~ 'yx est dans H.
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Probleme 4: Voyage au coeur de ’arithmétique

Notations

On appelle fonction arithmétique toute fonction de N* dans R. L’objectif du probléeme est d’étudier deux
fonctions arithmétiques célebres : la fonction indicatrice d’Euler et la fonction p de M&bius, puis d’étudier une
opération sur les fonctions arithmétiques : le produit de convolution.

Si a et b sont deux entiers, on note a A b le plus grand commun diviseur de a et b. On notera bien que pour tout
a>1,0ANa=a.

En ’absence de précisions supplémentaires, lorsque que ’on parle de décomposition de n € N* en facteurs premiers :

.
— (67)
n = D;
=1

il sera implicite que pour tout 7 € [1,r], les a; sont des entiers non nuls et les p; des nombres premiers distincts.
On dit que n € N* a un facteur carré si et seulement s’il existe k € N* tel que k? divise n.

On rencontrera souvent le symbole Z, cela signifiera que la somme porte sur les entiers d > 1 qui divisent n.

din

A-L’indicatrice d’Euler

Soit n € N*, on définit I’indicatrice d’Euler par :

o(n) = Card{k € [0,n — 1], k An=1}.

Autrement dit, ¢(n) est le nombre d’entiers naturels premiers avec n et inférieurs strictement a n.

1.

Calculer p(n) pour 1 < n < 12, on présentera les résultats sous forme de tableau et on détaillera le calcul
uniquement pour n = 12.

2. Montrer que p est premier si et seulement si p(p) =p — 1.

Soit p premier et o € N*.

(a) Soit k € N*, montrer que k et p® ne sont pas premiers entre eux si et seulement si p divise k.

(b) Dénombrer les multiples de p compris entre 0 et p* — 1.

(e a—1

(¢) En déduire p(p®) =p* —p

Dans la suite de cette partie, on souhaite trouver une formule pour calculer ¢(n) pour n quelconque sachant que
d’apres la question précédente, on connait une expression de ¢(p®) pour p premier. Pour ce faire nous allons
d’abord démontrer que ¢ est une fonction multiplicative, c’est-a-dire que pour (m,n) € (N*)?, on a :

mAn=1= p(mn)=p(m)en).
On définit pour tout n € N*, 'ensemble :
An)={ke [0,n—1], kAn =1}
On se donne désormais (m,n) € (N*)? premiers entre eux et on définit 'application :

f o Almn) — A(m)x A(n)

x — (r,s)

ou 7 est le reste de la division euclidienne de x par m et s est le reste de la division euclidienne de x par n.
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(a) Justifier que f est bien définie.

(b) On veut montrer que f est injective, pour cela on suppose que f(z) = f(y) = (r, s) avec (z,y) € A(mn)>.

i. Ecrire les divisions euclidiennes de = puis y par m et n.
ii. En déduire que mn divise x — y.
iii. Démontrer que |x —y| < mn — 1.

iv. Justifier alors que f est injective.
(¢) On veut montrer que f est surjective, pour cela on se donne (r,s) € A(m) x A(n).

i. Justifier 'existence de deux entiers relatifs u et v tels que um + vn = 1.
ii. Vérifier que a = sum + rvn satisfait : a = r [m] et a = s [n].
iii. En déduire que f est surjective.
(d) Démontrer que ¢ est multiplicative.

T
5. Soit n > 2 et r > 1, on suppose que la décomposition de n en facteurs premiers s’écrit : n = H pit.

=1

(a) Démontrer que :

(b) Calculer ¢(105), ©(120) et »(1000).

(c) Démontrer que pour tout n > 3, ¢(n) est pair.

* cOOD LLCK

FOR JOULR

YAME

DO THEBEST g
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Corrigé
Probleme 1: Equations dans P(E)
1. (a) Ona:

XNY =[AU(RNS)]|N[AU(RNY)] (La définition de X et Y)
=AU[(RNS)N(RNS
=AU[(RNR)N(SNS
=AUd=A
(b) Choisissons par exemple R = X et S =Y. Alors :
AURNS) =(XNY)U(XNY)=XN(YUY)=XNE=X
AURNS) =(XNY)U(XNY)=(XUX)NY =ENY =Y

(Distributivité de U par rapport a N)

(Associativité et commutativité de M)

(c) Soit A une partie de E.
Le couple (X,Y) est solution de I"équation X NY = A &

X =AU(RNS)

il existe deux parties R et S de E telles que { Y = AU(RNS)

2. (a) Soit A une partie de E.

— Sens direct : Soient R et S deux parties de E.
On pose X = AN(RUS)et Y = AN (RUS). On constate que :
XUY =[An(RUS)]U[AN(RUS)| =AN[(RUS)U(RUS)]
=AN[(RUR)U(SUS)|=ANE=A4
— Réciproque : Soient X,Y deux parties de F telles que X UY = A.
Sion pose R=X et S =Y, on observe que :
AN(RUS) = (XUY)N(XUY)=XU(YNnY)=XUh=X
AN(RUS) = (XUY)N(XUY)=XNX)UY =0UuY =Y

L - g X=ANn(RUY)
— Conclusion : X UY = A < il existe R, S dans E tels que { Y = AN(RUS)
(b) Soit A une partie de E.
X UY = A équivaut & X NY = A et nous ramene a la premiere question.
Plus précisément :
XUY =4« XNnY=A

X=AU(PNQ) On utilise le résultat
< 3RQ C B, tels que { Y =AU(PNQ) de la premiére question
X=An(PUQ) On est passé
& IPQCE, tels que { Y =ANn(PUQ) ( aux complémentaires

Ce qui équivaut au résultat attendu, en posant R = Q et S = P.
3. (a) i X vérifie donc (AN X,) U (BN Xg) =C.

Dans un premier temps, on en déduit :
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(AnB)NC ANB)N[(ANXo) U (BN Xp)]

= (
=(ANBNANX)U(ANBNBNX,)
=(ANBNXy)U(ANBN Xp)

=(ANB)N(XoUXo)=(ANB)NE=ANB

Enfin I'égalité (AN B)NC = AN B équivaut a .

D’autre part :

grgi(zoég }:}(AQXO)U(BQXO)CAUB- Done |[C C AU B
0

On a donc démontré la double inclusion demandée.

ii. Reprenons notre solution Xy et procédons par ordre.
Puisque C' = (AN Xp) U (BN Xy), il vient :
BNC =BN[(ANX)U(BNXo)]
(BmAmXo)u(Bm@BmXo) =BNANX,

De la méme maniere :

BNC =BnN(AUXy) N (BUX)
=BN(AUuXy)NX, (Car BN(BUX,) =BnNXy)
=BNANX, (Car (AU Xo)NXo=ANX,)

Soit Z ’ensemble dont on doit montrer qu’il est égal a Xj.

Z =(BNANX)UBNANX)U[XoN ((ANB)U(ANB))]
T ae | ae o
=(XoNANB)U(XoNANB)U(XgNANB)U(XoNANDB)
:Xom[\(AQB)U(AQB)U(AmB)U([lmB’)j

-~

=E
= XoNFE = Xj, ce qu’il fallait démontrer

(b) i. Evaluons d’abord le membre de droite :
CN[BU(DNANB)=(CNB)U(CNANBND)=(CNB)UANBND)
(On a utilisé ANB C C et doncCNANB=ANB)

Evaluons maintenant le membre de gauche :

=(ANBNCYU(ANBNC)U(ANBND)
(Dans le développement on a utilisé ANDNANB =(.)
On sait que AN B C C. On en déduit ANBNC = 0.
D’autre part :
CCAUB=CNBC(AUB)NB=ANBCA
Ce qui implique CNBNA=CNDB
Puis AN X = (CNB)U(AN BN D), ce qui répond a la question.


www.mathprepa.fr

ELBILIASY X

Prépas MPS| Problémes COI‘I‘igéS My Ismail Mamouni
[htfp ://elbilia.supj 2019-2020 [http ://rnyismail.net]

ii. Puisque X = (BNC)U(BNC)U(DNANB)U(DNANB),
il vient : XUB=BU(BNC)U(DNANB)
(dans le développement, B a "absorbé” BNC et DN AN B.)

iii. Puisque X = (BUC)N(BUC)N(DUAUB)N (DU AU B), 1l vient :
BNX =Bn(BUC)N(DUAUB) (gi;ﬁ%ﬁAUB)
=CNBN(DUAUB) (car BN(BUC)=BnNO)
=(CNBND)U(CNBNA) (car CNBNB=10)
OrC Cc AUB.DoncCNAC(AUB)NA=BnA.
On en déduit CNANBNA=CNA, cest-a-dire CNANB=CnNA.
Finalement :
BNX =(CNnBND)U(CNA)
=CN[AU(DnB)] (ce qu'il fallait démontrer.)
(¢) On déduit des questions (i) et (iii) que :
(ANX)U(BNX) CNn[BU(DNANB)JU[CN[AU(DNB)]]

[BU(DNANB)UAU (DN B)]
meuKAnmmDanmBﬂ

A /

—

AW?UD
mBuDu(DmB)]

N————.
DuUB

=CNAUBUDUB)=C

E

I

Q
D
N

(d) Des questions précédentes, on tire :
L’équation AN X U (BN X) posséde au moins une solution <
A, B et C vérifient la double inclusion : ANBCC C ANB.
(e) Supposons que la condition AN B C C' C AN B soit réalisée.
Alors 'ensemble des solutions est ’ensemble des parties X de F de la forme :
X=(BnC)uBNC)U[DN((AnB)U(ANB))|,

ou D est une partie quelconque de F.
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Probleme 2:
1. M =P(FE) convient.

2. (a) — Réflexivité
Soit A dans P(F). Puisque M # (), soit X un élément de M.
Ona... ANX = AN X, ce qui prouve AR A.

— Symétrie : Elle est évidente par définition (car X,Y jouent le méme role.)

— Transitivité
Soient A, B, C' dans P(E), tels que : AR B et BRC.
Il existe X et Y dans M telsque AN X =BnNnXet BNY =CNY.
On sait qu’il existe Z dans M tel que Z C X NY.
ANXNZ=BnNnXnZ

On en déduit
BNnNyYnzZz=CcnvynZz

ANZ=BnNnZ
puis car XNZ=ZetYNZ=LZ.

Bnz=CnZz
Ainsi ANZ =CnNZ, et Z est élément de M. Donc ARC.
— Conclusion : R est une relation d’équivalence sur P(E).
(b) — Supposons M = {E}
Pour tous Aet Bde P(E), ARB< ANE=BNE< A=B.

La relation R est donc I'égalité.

— Réciproquement
On suppose que M est différent de { E}. Montrons que R n’est pas 1’égalité.
Puisque M # (), il existe X dans M, avec X # E.
On constate que X RE (car XN X =ENX et X € M.)

Or X et F sont distincts : R n’est pas donc pas la relation égalité.
— Conclusion : R est la relation ”égalité” < M se réduit au singleton{ E'}.
(¢) — Supposons ) € M
Pour tous A, B de P(E) on a alors AR B car AN = BnNA0.

R est donc I'équivalence universelle.

— Réciproquement
Supposons que R soit I’équivalence universelle dans P(E). Alors en particulier ) R E.
Il existe donc un élément X de P(E) tel que ENX =0 N X.
Mais cela signifie que X = ). Donc § € M.
— Conclusion : R est ’équivalence universelle < () est élément de M.
3. (a) — Classe de E

AcE SIAX eMtelque ANX=FENX
SAX eMtelque ANX=X<dX e Mtelque X C A
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E est donc formée des parties de E/ contenant au moins un élément de M.

En particulier tous les éléments de M sont dans la classe de E.

— Classe de
Acl o3IXeMtlque ANX =0NX < 3IX € Mtel que ANX =0

() est donc I’ensemble des parties de E' qui ont une intersection vide avec
au moins un élément de M.

(b) Soient A et B deux éléments de E.
Comme on l'a vu, il existe X et Y dans M tels que X C Aet Y C B.
On sait qu’il existe un élément Z de M tel que Z C X NY.

On a donc Z C AN B, ce qui prouve que AN B appartient a E.
(c) Il s’agit de démontrer que pour tous A, B de P(E), ARB < ASB.

— Supposons AR B
Alors il existe X dans M tel que AN X = BN X.
On X est aussi élément de N = E (car X contient X !). Donc AS B.

— Supposons AS B
Alors il existe X dans N tel que AN X =BnNX.
Par définition, il existe un élément Y de M tel que Y C X.
Onen déduit ANXNY =BNXNY puis ANY =BNY. Donc AR B.

— Conclusion : Les relations R et S sont identiques.

4. (a) Il s’agit de démontrer que pour tous A, B de P(E), ARB < AT B.
Pour toutes parties A et B de E et tout élément X de M :
(AAB)NX =0 < [(ANB)UANB)|NX =0
& (ANBNX)U(ANBNX)=10
S ANBNX=0et ANBNX =1
S ANX CBet BNX C A.
On aura terminé la démonstration quand on aura prouvé I’équivalence :
(ANXCBet BNXCA) < ANX=BnNnX
Dans le sens < : c’est évident.

Dans le sens = :

ANX CB ANXNXcBnX ANX cBnNnX
ANX=BnNnX
BNnXcA BNXNXcAnX BNXcANnX

Les relations R et 7 sont donc identiques.

ANX =ANX
(b) Par hypothese, il existe X et Y dans M tels que : (5)

BNnY =B'NY
On sait qu'’il existe Z dans M tel que Z C X NY.
ANZ=AnZ

Le systeme (S) implique alors (%)
BnNnZ=B'nZ
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— Intersection
)= AnZnBnzZ=AnNnzZnB'nZ
= (AnNB)NnZ=AnNB)nZ
On en déduit (ANB)R (A’ NB).
— Réunion
()= (ANZ2)UuBNnZ)=ANZ)u(B'NZ)
= (AUB)NZ=AUuUB)YNZ
On en déduit (AUB)R (A" U B’).

— Complémentaire
Pour toutes parties C' et D de E, on remarque que CAD = CAD.
Dans ces conditions :
ARA = AT A = 3X € M tel que (AAAYNX =0
= JX e Mtel que (AAAYNX =0=ATA = ARA
— Différence symétrique
On utilise les résultats précédents :
AR A ARA et BRB (ANB)R(A'NDB)
{BRB’ - {BRB’ t ARA {(B N A)R (B N A)
= (ANB)U(BNA)RANBYU(B'NA
Ce dernier résultat n’est autre que (AAB) R (A'AB’).
5. (a) Si M ={E}, R est I’égalité. Il y a donc autant de classes que de parties de E.
Plus précisément : pour toute partie A de F, A= {A}.
(b) Si® e M, R est '’équivalence universelle.
Il n’a donc qu’une seule classe d’équivalence, a savoir P(E).
(c¢) Pour toutes parties A et B de E,
ARB&e An{z}=Bn{z} < (rc€ ANB)ou (z ¢ Aet x ¢ B)
Il y a donc deux classes d’équivalence :
— Celle formée des parties de E qui contiennent x.
— Celle formée des parties de E qui ne contiennent pas .
(d) On suppose donc que {z} et {y} sont deux éléments de M.
Mais on sait qu'il existe Z dans M tel que Z C {z} N {y}.
Dans ce cas cela siginifie que () € M.

On est ainsi ramené au cas (b).
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Probléeme 3:

I. Définition des sous-groupes distingués
1. 11 suffit évidemment de montrer I’équivalence des conditions i) et 7).
— On suppose que 'hypothese i) est vérifiée. Soit a dans G.
Avec I'hypothese, a ™' H € Ha~'. On multiplie par a & gauche et & droite.
On en déduit a(a " H)a C a(Ha 1)a c’est-a-dire Ha C aH.

— C’est la méme démonstration pour passer de ii) a 7).

On part de Ha~! C a='H qui découle de ii) et on multiplie par a des deux cotés.
2. — On suppose que H est distingué dans G.

Pour tout @ de G : aHa ' = a(Ha™ ') =a(a™'H) = (aa ' )H = H.

— La condition 47) implique évidemment la condition 4ii).

On suppose que la condition #i7) est vérifiée.
Pour tout a de G : aH D a(a"'Ha), et a(a™'Ha) = (aa"')Ha = Ha.
On en déduit aH D Ha : H est donc distingué, ce qui acheve la démonstration.

— Les automorphismes intérieurs de G sont les ¢, : x — aza™".

Soit H un sous-groupe de G. Pour tout a de G, on a ¢,(H) = aHa™!.
Donc H est distingué<il vérifie les deux conditions équivalentes suivantes :

i) H est stable par les automorphismes intérieurs : Va € G, ¢,(H) C H.

1) H est invariant par les automorphismes intérieurs : Va € G, ¢,(H) = H.

II. Exemples de sous-groupes distingués

1. Pour tout a de G : a{e} = {e}a = {a}. Le sous-groupe {e} est distingué dans G.
Pour tout a de G, z — ax et x — xa sont des bijections de G dans lui-méme.
On a donc aG = Ga = G : le groupe G est un sous-groupe distingué de G.
2. Si G était abélien, tout sous-groupe H de G serait distingué (aH = Ha étant évident)
3. (a) H est un sous-groupe de G (image réciproque de H par un morphisme de groupes.)
Soit a un élément de G. Il reste & montrer, par exemple, que aHa~ ! C H.
Pour tout h de H, on a: f(aha™') = f(a)f(h)f(a™") = bf(h)b~', en notant b = f(a).
Or h = f(h) est dans H qui est distingué dans G.
On en déduit f(aha™t) =bhb~' € H.
Autrement dit, aha~"! est dans H, ce qui prouve que H est distingué.
(b) H est un sous-groupe de G (image directe de H par un morphisme de groupes.)
Soient @ dans G et h dans H. 11 suffit de montrer que Gha ! est dans H.
f étant surjective, il existe a dans G et h dans H tels que a = f(a) et h= f(h).
On en déduit @~ = f(a™) puis aha ' = f(a)f(h)f(a™?) = flaha™).
Hors H est distingué. Il en résulte que aha™"' est dans H.
On en déduit que aha ! est dans H , ce qui prouve que H est distingué.

(c) {ez} est un sous-groupe distingué de G.

-1
Ainsi ker f = f ({ez}) est un sous-groupe distingué de G.
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ITI. Centre et centralisateurs

1. (a) Le neutre e commute avec tous les éléments de X, donc il est dans X'.

Soient a et b deux éléments de X’. Pour tout =z de X :

1

o On a ax = za donc & = a 'za puis za~ ! = a " 'z. Ainsi ™! € X'.

o On a (ab)x = a(bx) = a(xb) = (azx)b = (za)b = z(ab). Ainsi ab € X'.
L’ensemble X’ est non vide, stable pour la loi de G et pour le passage & 'inverse.
X' est donc un sous-groupe de G.
(b) II reste & montrer que le sous-groupe C' de G est distingué.
Or:VaeC, Vo e G, ar = za (car a commute avec tous les z de G).
Pour tout z de G, on a donc xC = Cx, ce qui acheve la démonstration.
Remarque 1 : la restriction & C' d’'un automorphisme intérieur est I'identité.
2. On sait que ¢ : a — @, est un morphisme de G dans le groupe Aut(G).
Soitadans G :a € C Vo €G, ar =ra Ve € G, avra ™! =z & ¢, = 1d.
Ainsi le centre de G est le noyau du morphisme ¢.
Or on sait (I1.3.c) que le noyau d’un morphisme de groupes est un sous-groupe distingué.
3. (a) Supposons X C Y. Soit 3’ un élément de Y.
Yy’ commute avec tous les éléments de Y donc & fortiori avec ceux de X.
Autrement dit, ¥’ est un élément de X’. On a donc Y’ C X'.
(b) Soit z un élément de X. Par définition de X', x commute avec les éléments de X'.
Autrement dit z appartient au centralisateur X” de X’.
On a donc l'inclusion X C X”.
(¢) En utilisant la question précédente, avec X’ a la place de X, on trouve X’ C X"
D’autre part, on sait que X est inclus dans X” (question b).
La question a) donne alors (X”)" € X', c’est-a-dire X" C X'.
Finalement on a I'égalité X" = X',
4. (a) — Si H est abélien, tout élément = de H commute avec tous les éléments de H.

Tout x de H est donc dans H' : on a l'inclusion H C H'.

— Siona H C H', alors H' C H' (question précédente).
Or les éléments de H” commutent avec ceux de H' (H” = centralisateur de H').
H" C H' = a fortiori tout élément de H” commute avec tout élément de H”.

Le groupe H” est donc abélien.

— Enfin supposons que le groupe H” soit abélien.
Puisque H C H”, il en découle que le groupe H est abélien.
(b) On sait déja que H' est un sous-groupe de G.
Pour montrer que H' est distingué, on se donne x dans G et a dans H'.
Il faut montrer que y = zaz~' € H', donc que y commute avec les éléments de H.
Soit A un élément quelconque de H. Tout d’abord yh = (vax~')h = za(x~ hr)z=1.
L’élément z~'ha est dans H car H est distingué.
Il en découle que a, qui est dans H’, commute avec z~ 'hz.
Ainsi yh = x(x7 hr)az~! = hwxar™! = hy, ce qu'il fallait démontrer.

Conclusion : H' est un sous-groupe distingué de G.
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IV. Produit de deux sous-groupes

1. Par symétrie, il suffit bien str de prouver HK ¢ KH = KH C HK.
On suppose donc que l'inclusion HK C KH est vraie.
Soit x = kh un élément de K H, avec k dans K et h dans H.
L’inverse de x s’écrit z7! = h™'k~! et est donc un élément de HK.
On en déduit 27! € KH, donc 2~ = k'h/, avec k' € K’ et W € H'.
En passant & nouveau & l'inverse, on voit que = h'~1k'~! est un élément de HK.
On a donc prouvé 'inclusion K H C HK, ce qui achéve la démonstration.
2. — On suppose que HK est un sous-groupe de G.
1l suffit par exemple de prouver l'inclusion HK C KH.
Soit  un élément de H K. Son inverse est donc dans HK.
Ainsi il existe h dans H et k dans K tels que z—! = hk.
En passant & I'inverse, on en déduit que z = k~'h™! est un élément de K H.

On a ainsi obtenu l'inclusion HK C KH, donc I’égalité HK = KH.

— On suppose maintenant qu’on a l'égalité HK = KH.
L’ensemble H K est bien str non vide.
Soient z et y dans HK. Il faut prouver que xy~' est dans HK.
Il existe (h, ') dans H? et (k, k') dans K2 tels que x = hk et y = W'k’
On a alors zy~' = hkk/~1h/71.
Or kk'~! est dans K et h'~! est dans H.
L’élément kk'~'h'~! est dans K H donc dans HK.
Ainsi il existe h” dans H et k” dans K tels que kk'~'h'~1 = p"E".
On en déduit xy~! = h(h"K") = (hh")K", ce qui est bien un élément de HK .
Conclusion : HK est un sous-groupe de G.
3. Sans perdre de généralité, on peut supposer que H est distingué.
On va prouver U'inclusion HK C KH, qui on le sait équivaut a I'égalité HK = KH.
Soit & = hk un élément de H K, avec h dans H et k dans K.
On en déduit 271 = k=A== (k= th= 1K)k~ 1.
Or H est distingué. L'élément h' = k~'h~'k est donc dans H.
On en déduit 2! = W'k~! puis 2 = kA, ce qui prouve que z est dans K H.
Ainsi HK C KH, et finalement ’égalité HK = KH.

Conclusion : si H ou K est distingué, alors HK est un sous-groupe de G.

V. Quotient par un sous-groupe distingué
1. — Pour tout  de G, on a 2R car z 'z = e € H : la relation R est réflexive.

— Soient z,y dans G tels que xRy, c’est-a-dire tels que z = 2~y € H.

1

H étant un groupe, 2~ ' =y~ est dans G. Donc yRx : la relation R est symétrique.
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— Soient x,y, z dans G tels que xRy, et yRz.
Onadonczlyec Hety 'zc H.
Par stabilité, il en découle z~'yy~'z € H, donc 7'z € H donc zRz.

Ainsi la relation R est transitive. Finalement c’est une relation d’équivalence.

— Si H = G, alors pour tous z,y de G on a 2Ry : R est la relation “universelle”.
Si H = {e}, alors Ry & v 'y = e < x =y : R est la relation “égalité”.

2. Soit a un élément de G. Pour tout y de G :
yeaealye He3dheH aly=he3heH y=ahoycaH

On trouve donc : Va € G, @ = aH.

3. (a) Soient z,z’,y,y quatre éléments de G. On suppose que xRz’ et yRy'.
Cela signifie que 2’ € xH et 3y’ € yH ou ce qui revient au méme yH =y H.
On en déduit 2y’ € (xH)y', done 2’y € z(Hy').
Ainsi o'y’ € xz(y'H) car H est distingué.
Or yH = yH. On en déduit 2’y € z(yH), donc 2’y € (zy)H donc z'y’ = 77.
Ainsi la classe Ty ne dépend pas du choix de x dans T ni de celui de y dans 7.
En posant Ty = Ty, on a donc défini une loi interne sur G/H.
On peut également écrire que cette loi est définie par (¢ H)(yH) = (zy)H.

(b) — Pour tous x,y, z dans G, on a :

T(yz) =7 [Wz) =2(yz) = (2y)z =7y 2= (TY) 2.
La loi de G/H est donc associative.

— Pourtout rde G :Te=7Te=7x="¢

On constate donc que € = eH = H est le neutre de G/H.

=z L

—~ Pourtout zde G:zx 'z =zlx=e=zz!

On constate donc que I'inverse de T existe et est égal & z—1.

(c) Soient z,y deux éléments de G. On a les équivalences :

1

Ty=gzo =9z (zy) 'yrc Hey layz e H

1

G/H est donc commmutatife H contient tous les y~lz~lyx, avec (x,y) € G2.
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Probléme 4: A-L’indicatrice d’Euler

Le but de cette partie est d’étudier l'indicatrice d’Euler nommée ainsi en 'honneur du mathématicien suisse qui
Ua étudiée en premier. Le point clé est le caractére multiplicatif de ¢ démontré a la question 4., il suffit ainsi de
décomposer un entier n en facteurs premiers pour connaitre p(n).

1.

3.

Voici les premieres valeurs de l'indicatrice d’Euler :

n |1[2]34][5[6[7[8]9[10]11]12
o) [1]1]2]2[4a[2]6[4]6] 4 ]10] 4

Pour n = 12, il y a uniquement 4 entiers compris entre 0 et 11 qui sont premiers avec 12, ce sont : 1, 5, 7 et 11.

. On procede par double implication :

(=) On suppose que p est premier, alors pour tout 7 € [1,p — 1], on a p Ai = 1. Par contre 0 Ap = p # 1.
Ceci montre que ¢(p) =p — 1.

(<) Réciproquement, on suppose que @(p) = p — 1 avec p € N*. On remarque déja que p > 2 puisque
©(1) = 1. On a alors pour tout k € [1,p— 1], pAk =1, ce qui démontre que p n’a pas de diviseur positif autre
que 1 ou lui-méme. Ceci implique que p est premier.

Finalement :

p premier < ¢(p) =p—1

(a) On procede par double implication :
(=) On suppose que k et p* ne sont pas premiers entre eux, il existe un entier a > 2 tel que alk et a|p®.
Les seuls diviseurs positifs de p sont les p* ou i € [0, ], ainsi a = p? avec 1 < 8 < a et par suite pla. Par
transitivité de la relation de divisibilité, on a bien plk.
(<) Réciproquement, on suppose que p divise k alors il est clair que k et p* ne sont pas premiers entre

eux, puisque tous deux divisibles par p.
EAp* #1 < plk I

(b) Les multiples de p compris entre 0 et p* — 1 sont les ¢p ol ¢ est un entier compris entre 0 et p* 1 —1. Déja
il est clair que ces entiers sont bien des multiples de p qui n’exceédent pas p® — 1 puisque :

On a montré que :

a—1

P =p=p*—p<p* -1

Ce sont les seuls car le suivant p® 'p est supérieur & p® — 1. D’ott :

il y a p®~! multiples de p entre 0 et p® — 1

(c) Parmi les p® entiers k € [0,p® — 1], ceux qui ne sont pas premiers avec p sont les multiples de p d’apres
la question 3.(a), il y en a p*~! d’apres la question 3.(b). Les entiers k € [0, p® — 1] premiers avec p® sont
donc au nombre de p® — p®~1. Cela revient & dire que :

On remarque que 'on retrouve le résultat de la question 2. lorsque a = 1.
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4.

(a) Il s’agit de montrer que r € A(m) et s € A(n). Démontrons uniquement la premieére assertion, la seconde
s’en déduira par symétrie. Soit = € A(mn), effectuons la division euclidienne de x par m, cela donne :

x=am+r, aveca € Netre[0,m—1].

On a immédiatement r € [0,m — 1]. De plus r est premier avec m, en effet par ’absurde si b > 2 est un
diviseur commum de m et r alors b divise aussi z, ceci est exclu puisque = est premier avec mn. On vient
de montrer que r € A(m). Ainsi :

ii.

iii.

iv.

ii.

iii.

f est bien & valeurs dans A(m) x A(n)

. D’apres le théoreme de la division euclidienne, il existe (a, a, b, 1;) e N* tels que :

r=am+r, x=bn+s, y=am+r et y:l;n—l-s.

On a avec les notations précédentes :  —y = (a — a)m et z —y = (b — b)n.
Ceci montre que m|x — y et n|z — y, or m et n sont premiers entre eux donc d’apres un corollaire du
théoreme de Gauss, on a : mn|z — y.
Comme z et y appartiennent & A(mn),ona: 0 <z <mn—1et 0 <y < mn— 1. Par soustraction,
on obtient :

—(mn—-1)<z—y<mn-1&|z—yl <mn-1.
D’apres les deux questions précédentes, on sait que mn|x —y et que z —y € [—(mn — 1), mn — 1], cela
implique que z —y = 0. On a montré finalement que pour tout (z,y) € A(mn)?, f(z) = f(y) = = =y,

d’ou :
f est injective I

. Les entiers m et n sont premiers entre eux, on a donc la relation de Bézout :

um+ovn =1

avec (u,v) € Z2.
On a les égalités suivantes modulo m :

a = sum+rvn=ron=r(l —um)=r—rum=r |m.
De méme :

a = sum+rvn = sum = s(1 —wvn) = s — svn = s [n].
Ce qui donne le résultat souhaité.
L’entier a semble étre un antécédent de (r, s) cependant il n’appartient pas & priori a A(mn). Effectuons
la division euclidienne de a par mn, il existe g € Z tel que :
a=qgmn+a, avec a € [0,mn—1].

Montrons que @ est un antécédent de (r, s) par f, on a :

G=a—qgmn=a=r[m] et a=a—qgmn=a=s[n|

De plus a est premier avec mn, pour le démontrer raisonnons par I’absurde. Si ¢ est un nombre premier
qui divise a et mn, alors t|a puisque a = gmn + G. De plus comme ¢ est premier ¢|mn = t|m ou t|n,
disons m sans perte de généralité. On reprend alors la relation @ = r [m] qui montre que ¢ divise
également r, ceci est absurde puisque par hypothese r € A(m) donc m et r sont premiers entre eux.
Finalement, on a bien a € A(mn) et f(a) = (r,s), on a démontré que :

f est surjective.
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(d)

Finalement f est bijective, or deux ensembles finis qui sont en bijection ont le méme nombre d’éléments,
ainsi :

Card(A(mn)) = Card(A(m)) x Card(A(n)).

Par définition, cette derniere égalité est exactement :

On a bien démontré que :

mAn=1= p(mn)=p(m)p(n)

On remarque que la réciproque ne tient pas, d’apres le tableau de valeurs de la question 1., on a ¢(2)p(4) =
©(8) mais 2 et 4 ne sont pas premiers entre eux.

D’apres 3.(c), on connait une expression de ¢(p;*) pour i € [1,r], il s’agit de montrer que :

T T
@(Hp?i) =[] i)
i=1 i=1
pour ainsi avoir une formule donnant ¢(n). Pour ceci on considere 'hypothese de récurrence pour r» > 1 :

T T
H, : Si(m;)i<i<r € (N*)" sont premiers entre eux deux & deux alors <p<Hm1> = ng(mz)
i=1 ‘
* Initialisation : la propriété est évidente pour r = 1.

* Hérédité : supposons H, vraie et démontrons H,;1. Pour ceci, considérons une famille d’entiers premiers
T

entre eux deux a deux : (m;)1<i<r+1 € (N*)TH. On note m = Hmi, on va démontrer par I’absurde que
i=1

m et m,y; sont premiers entre eux. Soit p un nombre premier tel que p|m et p|m,i1, alors p divise

I'un des (m;)1<i<r, ceci est absurde car tous les (m;)i<i<, sont premiers avec m,41. La fonction ¢ étant

multiplicative d’apres la question 4., on a m A m,11 = 1 qui implique que :

plmmei1) = p(m)p(my41) < o H mi) = w(Hmz) elmy1) < o H me) = (TLemo)em).

=1

En utilisant 'hypothese de récurrence pour la derniere équivalence. Ce qui acheve la récurrence. Revenons
& la question, on applique la propriété H, avec pour tout i € [1,r], m; = p;" sachant que les entiers de la
famille (p;")1<i<, sont bien premiers entre eux deux & deux. On obtient :

r

_go(iljlpgf) Hgo e Hp (- L=l 1)

i=1 i=1 DPi

On a bien démontré que :
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(b) D’apres la proposition précédente, il s’agit dans un premier temps de décomposer les nombres proposés en

facteurs premiers :

* 105 =3 x5 x 7 d’out p(105) = ()()cp(?): x4 x 6 =48.
* 120 = 23 x 3 x 5 d’ott (120) = ©(23)p(3)¢ )—4><2><4—32
* 1000 = 2% x 53 d’ott (1000) = p(23)p(53) = 4 x (5% — 52) = 4 x 100 = 400.
Récapitulons :
©(105) = 48
©(120) = 32
©(1000) = 400

Il y a deux cas a distinguer :
* S’il existe ¢ € [1,7] tel que p; soit impair alors p; — 1 est pair et la formule ci-dessus montre que ¢(n)

est pair.
* Dans le cas contraire n = 2° ot § > 2, ainsi p(n) = 2°7! est pair.

On a montré que :

Vn >3, p(n) est pair



