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EspacesVectoriels I
DS Confinement

Exercice III : Un ensemble de matrices

On considère le sous-ensemble de M4(C) suivant :
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1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de M4(C). Déterminer une base de E

Partie I (30 mn)

Exercice I : Etude d’un endomorphisme de Rn[X]

Soient a ∈ R et n ≥ 3. On considère l’application f définie par :

f :
Rn[X] −→ R[X]

P 7−→ (X − a)
[

P ′(X) + P ′(a)
]

− 2
[

P (X) − P (a)
]

1. Démontrer que f est un endomorphisme de Rn[X].

2. Démontrer que B =
{

1, X − a, (X − a)2, . . . , (X − a)n
}

est une base de Rn[X].

4. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

5. Démontrer que Rn[X] = Ker(f) ⊕ Im(f).

n=2 et a=1



Exercice I : Etude de deux espaces supplémentaires

Soient E un K-espace vectoriel et f ∈ L(E) telle que : f 2 − 5f + 6idE = 0. Montrer l’égalité :

E = Ker(f − 2idE) ⊕ Ker(f − 3idE)

Exercice II : Etude d’un endomorphisme de C[X]

On considère l’application T définie par :

T :
C[X] −→ C[X]

P 7−→ (3X + 8)P + (X2 − 5X)P ′ − (X3 − X2)P ′′

1. Montrer que T ∈ L
(

C[X]
)

.

4. Déterminer Ker(T ). Que peut-on en déduire ?

5. En raisonnant par l’absurde, démontrer que le polynôme X n’admet pas d’antécédent par T .

Exercice III : Applications linéaires et composition

On considère trois endomorphismes p, q et r d’un K-espace vectoriel E. On suppose que

p ◦ q = r q ◦ r = p r ◦ p = q

1. Démontrer que Ker(p) = Ker(q) = Ker(r).

2. Démontrer que Im(p) = Im(q) = Im(r).

3. Montrer que p2 = q2 = r2 (où f2 désigne bien entendu f ◦ f).

4. Etablir que q5 = q (on pourra s’intéresser à l’endomorphisme p2qp2).

5. Montrer que E = Ker(q) ⊕ Im(q).

3 3
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cad endomorphisme
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Exercice II : Fonctions et supplémentaire

On désigne par E l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et à valeurs dans R. On considère p ≥ 1 et
a1, . . ., ap des réels appartenant à [0, 1] deux à deux distincts. On pose enfin

F = {f ∈ E , ∀k ∈ J1, pK , f(ak) = 0}

1. Donner un exemple d’une fonction non-nulle appartenant à F .

2. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

3. Montrer que l’application ψ :
E −→ R

p

f 7−→
(

f(a1), . . . , f(ap)
) est linéaire et calculer Ker(ψ).

4. On suppose dans cette question que p = 4. On définit quatre fonctions g1, g2, g3 et g4 par :

∀k ∈ J1, 4K , ∀x ∈ R , gk(x) =
4

∏

j=1

j 6=k

x− aj

ak − aj

(a) Expliciter (sans les développer) les fonctions gk et calculer gk(ai) pour (k, i) ∈ J1, 4K2.

(b) On pose G = Vect
(

g1, g2, g3, g4
)

. Démontrer précisément que E = F ⊕G.

Exercice III : Noyaux, images et composées

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels, f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G).

1. Démontrer l’équivalence : Ker(g ◦ f) = Ker(f) ⇐⇒ Ker(g) ∩ Im(f) = {0F }.

2. Démontrer l’équivalence : Im(g ◦ f) = Im(g) ⇐⇒ Ker(g) + Im(f) = F .

Partie III (30 mn)
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