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Devoir Maison N° 13

Espaces Vectoriels

Endomor phismes cycliques

d’'aprés E.M. Lyon 2001
Soit £ un espace vectoriel sk .
On noteld I'application identique dev .

Pour tout endomorphismg de £, on notef° = Id, et pour tout entier naturél, f** = f"o f.

Soit p € N*. On dit qu'un endomorphism¢ de E est cyclique d’ordrep s'il existe un élémeni de E
vérifiant les trois conditions suivantes :

. f@)=a
« lafamille (@, f(@),....f* ' @)) est génératrice d&
« lafamille (@, f(@),....f” " @)) est constituée d’éléments deux a deux distincts.

La famille (a, f(@),....f” * @)) est alors appelée cycle de.

Partie | — Exemples
1. Dans cette questiofi = R”.
On consideéref : R? — R? I'application définie parf: (z,y) — (—y,z).
l.a  Montrer quef esten endomorphisme .
1.b  En considérani = (1,0), observer qug’ est cyclique d’'ordrep, I'entier p étant a préciser.

2. Dans cette questioRi = Vect(sin,cos)désigne le sous-espace vectorielkie engendré par les
fonctionssin et cos.
2.a  Déterminer la dimension de.

2b  SoitpeN—-{0,1,2 . Pourf € E, on noter (f) I'application définie parr (f):z— f(z +2—7T) .
p

Montrer quer (f)€E .
2.c  Montrer quer, : f+ 7 (f) estunendomorphisme de.
2.d  On posef =sin. Exprimer, pourk € N, T;(f) .

Observer que, pouk,l €N onar,(f)=7,(f)=k=1[p].

2.e  Montrer quer, est cyclique d’'ordrep .

Partie Il — Etude générale

Dans cette partig? désigne unR -espace vectoriel de dimensiare N*.
On considéref un endomorphisme d& cyclique d’ordrep.

Soit (@, f(@),....f” * @)) un cycle def .
1. Montrerp >n.
2.a  Observer que, pour tokte N, 7 (f*(@)) = f*(@).

2.b  Endéduire qu¢” =1d.
L’'endomorphismef est-il bijectif ?

2.c  Par quel argument rapide pourrait-on justiiee ker(f — 1d) et ker(Id+ f + ..+ f**) sont des sous-
espaces vectoriels d8 ? Etablir qu'ils sont, [émentaires.

3. On notem le plus grand des entiers naturglgels que la famillg@, f(@),....f** @)) soit libre.

3.a  Montrer quef”(a) est combinaison linéaire des vecteursa, f(a),....[" " @).
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3.b

4.a
4.b

4.c
4d

l.a

1b

2.a

2b

2.c

2.d

Montrer, par récurrence, que pour tout entidunel & , supérieur ou égal & , le vecteurf* (@) est
combinaison linéaire des. vecteursa, f(@),..../" " @).

En déduire quen = n et que la famille(@, f(@),....f" ' @)) est une base dB .

Soit ¢ un endomorphisme commutant avgd.e. tel quego f = fog.

On noteay,ay,....x, , lesn nombres réels tels quey(@) = a,.a + a,.f @)+ ...+, f" ' @).

On considerer 'endomorphisme deZ défini parh = a,.ld+ay.f+ ..+« f" .

Montrer quef et h commutent.

Montrer quevk € N, g(f* (@)) = h(f* (@)) .

En déduire qug =+ .

Quels sont les endomorphismeskle&eommutant aveq ?

Correction

Partie |

f:R?> = R? est bien définie.

Soit \,n € R etii = (z,y),7 = (z,t)e R?.

TG+ pd) = (—O\y + pt), Ao+ pz) = \f @)+ pof §)

Donc f € L(R?).

i=(10)f@)= 01/ ¢ ) ¢ 1L0f° ¢ » (0 HhOna:

() f'@=@0=a,

(i) @ f@),f*@).f>@)) génératrice (contient la base canonique),
(iiiy (@,f(@),f*@),f%@)) formée d’éléments distincts.

Donc f est cyclique d’ordre 4.

Supposong.sir4-p.cos= Q

On aalorsvz e R, Asinz+ pcost = 0

Pourz =0, on obtient; =0, pour z = /2, on obtientA =0.

La famille (sin,cos) est donc libre et par suite forme une basd’de Vect(sin,cos) Il en découle
dimE=2.

Soit f = A\.sin+ p.coxE E.

Tp(f)(a:):)\.sin(x+2—7r)+p.cos(c+ﬁ Y=o sik+ (3 cos
p p

aveCa:()\.COSZ—W—,u sinz—7r )= A .siF&Jru .cosz—r )
p p p p
donc 7, (f)=a.sint+ 3.coss .

On vient d'observer .E — E'.
Soit \,ueR et f,ge E . Pour toutz € R

(M + ) @) = <A.f+u.g)(x+%):A.f(x+%>+ugcz+%)=m (e ur, 0)e)
Ainsi 7 (\f +p.g)= A7, (f)+pn7,@9).
Finalementr, € L(E).
7 ()i sinG +25), 72(f) e sinGe+ ),
D D

. Er e . 2km 2km . 2k
Par récurrence, (f) :z +— sin(z + —)= cos— sir+ SiA— CO8.
p b p
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Si 7 (f)=7'(f) alorsVa € R,cos>™ sin + S cos= coA™ sint SBT  cos
p p p p
2km 20T
COS—— = COS—
Or (sin,cos)est libre, dong obr | e PUSE=C [p].
sin—— = sin—
p p
2e Ona:
0 m,(N)=1r.

cos(2r/p) B
sin(2r/p) "' sin@r/p)
Par suite(f,7,(f)) est génératrice et aingf, 7, (f),...,rl‘j’1 (f)) aussi.

(i) sin=f etcos=Af+u7, )avech=— (sin(2r/p)= Ocar p > 2).

(i) (f,7, (f),...,rjf1 (f)) est formée d’éléments distincts grace a 2.d.
Ainsi 7, est cyclique d'ordrep .

Partie Il

1. Une famille génératrice a plus d’éléments qudin@ension de I'espace généré. C'est ainsi gaen .
2a  fr(ff@)=f""@= (@)= r@-.
2.b  SoitZ € E . Puisque(a, f(@),....f” " @)) est génératrice, on peut écrire :
Z=Xa+Nf(@)+..+X,_,f " @). Onaalors :
fr@) =N @)+ \f" @)+ Al,flfzf”l([z‘): Aol +Af @)+ A, fE)=7
Ainsi f”=Id.Onafof" =f""of=Id doncf estbijective etf * = .

2.c  F=ker(f—1d) et G =ker(lo+ f + ..+ f**) sont des noyaux d’endomorphismes donc des soasesp

vectoriels.
Soit7e FFNG .

Onaf(¥)—7=0 etZ+ f(@)+..+ f/'(@)=0
doncpZ =0 puisi=o.
Ainsi FNG c{d} puis FNG ={3}.

SoitZeE.
— — p—1 (=
Posonsﬁ:w+f(w)+"'+f () et =2—1.
p
I=u+7.

f@)=14 (car f"(¥)=2) doncu € ker(f — Id).

(d+ f 4.+ f @)= (Id+ f+ ..+ f" )@ — i) donne

(d+ f+ .4 @)= (Id+ f+ .4 f7)E )= (- f+ ot f7 )i )=pii—pi=0
donc v € ker(lo+ f+ .4+ f" ).

Ainsi ECF+G pusE=F+G.
FinalementF' et G supplémentaires dans.

3.a Lafamille(@,f(@),....f/" " @)) est libre.
La famille (a, f(a@),....f™ @)) est liée donc on peut écrire :
Al +Nf@) 4.4+, " @)=0 avec(,,....A, )= (0,...,0)

m

Si A, =0 alors on obtient une relation linéaire €dr f(@),....f" ™ @)) ce qui est impossible puisque
cette famille est libre.

. . e S et o A,
Nécessairemenk, =0 et on peut alors écrirg” (@) = (@ + ...+, ,f" (@) avecp, = ——-.

m
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3.b

3.c

4.a
4.b

4.c
4d

Par récurrence sér>m.
k=m : cidessus.
Supposons la propriété établir au rang m .

Par HR, on peut écrirg" (@) = ay.d +...+a,,_,f" " (@).
En appliquantf : f*™(@) = a,f(@) +...+, _,f" @)
Or f"(@) = ptga@ + ...+, ,f" (@) donc

karl(a:) = amfllu’O'a: + (aO + amf]lu’l)f(a:) + ) + (amf 2+ amf .‘y’mf 1)f"7"1 ((_]:)
Récurrence établie

De part 3.b, on peut affirmé# = Vect@,f @),.../** € )= Vectt f § ),..f" " q ))
(@, f(@),....f/" ™ @)) est donc génératrice, et puisque libre, c’esthase deF . Il en découlem = n et
@, f(@),...f" " @)) base dek .

hof=o,f+..+a, f"=foh.

On a clairemeng(a) = h(a) .

Puisquef et ¢ commutent,f* et ¢ commutent.

Il en est de méme pout* et h. Ainsi g(f*(@)) = (go f*)(@) = (f* 0 9)(@) = f*(¢9(@)) donne
9(f* @) = f* (@) = (f* o h)(@) = (ho f*)(@) = h(f" (@)

Les endomorphismes et A prennent mémes valeurs sur une base, ils sontégmex.

De part I'étude menée, tout endomorphisme caiamavec/ peut s'écrire sous la forme

agld+a f+..+a, [
La réciproque s'observe comme en 4.a.



