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Devoir Maison N° 15

Matrices 2

Matrices vs. Endomorphismes

La clarté des raisonnements, la précision de la rédaction et la présentation entreront pour une part
non négligeable dans ’appréciation des copies.

Les résultats non justifiés ou non encadrés ne seront pas pris en compte.

L’utilisation de tout document, de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probléme 1 — Polynéomes de Bernstein

Problématique. L’objectif de ce probléme est de présenter une famille de polynémes possédant cer-
taines propriétés particulieres. Explicitement, cette approche comporte trois parties : dans la premiére,
on commence par étudier un endomorphisme de R3[X]. La seconde partie est consacrée a l'étude du
commutant de cet endomorphisme, et la derniére a la généralisation d’une partie résultats précédents.

Notations. Ci-dessous la liste des conventions et notations utilisées tout au long du
probléme 1.

» n désigne un entier naturel non-nul.

» On note E lespace vectoriel R, [X] des polynomes & coefficients réels de degré au
plus n, et By = (1, X, ..., X") la base canonique de F.

» Pour tout k dans [ 0;n ], on note Ry, le polynome Ry = X% (1 — X)" " (il est clair
que Ry € E).

» Tout polynome P a coefficients réels pourra étre identifié a la fonction polynomiale
qui lui est associée.

» On définit une application ® : E — E en posant pour tout polynome P € E :

-5 (1)r(E)

soit encore : O(P) = zn: ( " ) P (%) XF(1 - Xy
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Partie | — Etude d’un cas particulier (n = 3)

Dans les parties I et II, on supposera que n = 3. Par suite, dans les parties I et I on a :

Ry=(1—X)*; Ri=X(1-X), Ry=X*(1-X); Rs = X3
et

1 2
pour tout P € R3[X], ®(P)=P(0)Ry+ 3P (5) Ry +3P <§> Ry + P (1) Rs
1. Montrer que (R, R1, Rs, R3) est une famille libre de E. En déduire que c’est une base de FE.
2. Montrer que ® est un endomorphisme de ’espace vectoriel E.
3. Vérifier que ® (1) =1et & (X) = X.

0 0
1/3 1/9
2/3 2/3
0 2/9

4. Montrer que la matrice de ® dans la base By est A =

o O O
O O = O

5. Quel est le rang de A7 ® est-elle bijective ?

6. Déterminer () et (J3, polynémes unitaires* de degrés respectifs 2 et 3 tels que :
2 2
D (Q2) = 3 @2 et P (Q3) = 9 Q3.

7. On pose By = (1, X, @2, Q3). Justifier que B; est une base de E.
8. Quelle est la matrice A’ de ® dans la base B; ?
9. Déterminer la matrice de passage K de By a B;. Déterminer K.

10. Exprimer A en fonction de A’ et de K.
Partie Il — Etude d’un commutant (n = 3)

A, A’ et K sont les matrices définies dans la partie I.

On note My (R) I'espace vectoriel des matrices carrées réelles a quatre lignes et quatre colonnes.

Enfin, on note F I'ensemble des matrices M de My (R) qui commutent avec A, ¢’est-a-dire telles que

AM = MA.

11. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de My (R).

12. Soit M une matrice de My (R) et soit N = K 'MK. Montrer que M commute avec A si et

seulement si N commute avec A’

*. Un polynome est dit unitaire (ou normalisé) lorsque son coefficient dominant est égal & 1.
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13. On pose :

Q11 Q12 Q13 Q14
N — Qg1 Qg9 Q23 (g4
Q31 (G392 (33 (34
Qg1 Qg Q43 Q44

Calculer NA" et A’N. Montrer que N commute avec A’ si et seulement si oy 3, @14, Qo 3, G4, O31,
Qa39, (3 4, Og41, 042 et Olg 3 sont nuls.

14. En déduire la dimension de F' = {N € My (R) | NA' = A'N}.

15. Soit W I'application définie en posant pour toute matrice M de My (R) : ¥ (M) = KM K. Montrer
que U est un automorphisme de My (R).

16. Déduire de la question précédente la dimension de F'.

Partie Il — Retour au cas général (n € N¥)

On revient dans cette partie au cas général ou n désigne un entier naturel non nul quelconque,

et B =R,[X].
On rappelle que pour tout k dans [ 0;n |, Ry, désigne le polynome Ry, = X* (1 — X)" %,

On rappelle également que ® est 'application qui associe a tout polynome P de E le polynome :

in- 5 (252 va-n

k=0 k=0

n—j .
17. Soit j un élément de [ 0;n ]. Etablir : Z ( n;j ) Ry = X7,
k=0

18. En déduire que (Rg, Ry, ..., R,) est une famille génératrice de F, puis que c’est une base de E.

19. Montrer que ® est un endomorphisme de ’espace vectoriel E.

k
20. Soit P appartenant & E tel que ® (P) = 0. Justifier que pour tout k €[ 0;n ], — est racine de P.
n

Qu’en déduit-on pour le polynéme P?

21. Etablir alors que ® est un automorphisme de ’espace vectoriel E.
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CORRIGE

Partie |
3

1. Soit (ag, a1, q9,a3) € R* tel que ZakRk = 0. L’évaluation en O (resp. en 1) du terme de gauche donne ay = 0
k=0
(resp. ag = 0). De plus :

OélR1+Oé2R2:0<:>051X(1*X)2+042X2(17X):O<:>041X+(Ot272051)X2+(0q70[2)X3:0

3
On déduit aisément de cette derniére identité oy = 0, puis ae = 0. En conclusion : Z o Ry =0=VEk€[0;3], ap =0,
k=0
ce qui prouve que ‘ la famille (Ro, R1, R2, R3) est libre ‘ Comme en outre son cardinal est égal a la dimension de R3[X],

c’est une | base de R3[X] |

2. Dans le cas général * : on peut commencer par observer que pour tout P dans F, ® (P) est une combinaison linéaire
des polynomes Ry, (qui sont clairement tous de degré n). Par suite, ® (P) est un polynome de degré inférieur ou égal a n.

En résumé : ‘V Pe E, ®(P)eFE ‘ Par ailleurs :

V(\p) €R2 YV (P,Q) e E? ®(\P+ uQ) =Z( ) AP + Q) (S) Ry,
k=0

_ (Akz( " )p(ﬁ)3k> " (M;( v)e(t) m) — 2D (P) 4 1 (Q)

Ce qui établit la | linéarité de ® | Ainsi, ® est un ‘ endomorphisme de F ‘

3. Par définition de I'application ® on a :

®(1)=Ro+3R +3Ry+Rs <=3 (1) =(1-X)\’+3X(1-X)’+3X2(1-X)+ X} = (1) = [X + (1 - X)°

la derniére égalité provenant de la formule du binéme de Newton T. On en déduit finalement : |® (1) =1 |.

D’autre part :
D(X)=Ri+2Ry+ Ry <= @ (X) =X (1 - X)* +2X2(1 - X) + X?
=P (X)=X%-2X2+ X +2X? - 2X3 + X? = [®(X) = X |

4. 1l reste & calculer les images par ® de X2 et de X pour obtenir la matrice de ® dans la base canonique de R3[X].
En premier lieu :

1 4 1 4
<I>(X2):§R1+§R2+R3<:><I>(X2):§X(1—X)2+§X2(1—X)+X3

X?—2X2+ X  4X%—4X?
3 * 3

+ X = @(XQ):%X+§X2.

— o (x?) =

*. Ol n est un entier naturel non nul arbitraire.
t. Présentement appliquée dans ’anneau R[X].
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En second lieu :

1.8 1 8
®(X%) =GR+ gRa+ Ry = @ (X°) = o X (1-X)" + 5 X* (1 - X) + X°

X3 —2X24+ X X2 -8Xx3 1 2 2
— O (X3) = L LS C I O(X3) ==X +=X2+= X3
9 9 9 3 9
1 0 0 0
. L - . 0 1 1/3 1/9
De ces calculs et de la question précédente, on déduit que la matrice de ® dans la base By est :| A = 00 2/3 2/3
00 0 2/9

5. La matrice A est , puisqu’elle est triangulaire supérieure et que tous ses coefficients diagonaux sont non

nuls, ou encore car son déterminant (égal & 4/27) est non nul. Par conséquent, elle est inversible, et | @ est bijective |*.

6. On cherche un polynéme 2, unitaire et de degré 2, donc de la forme Q2 = X2 + aX + b (avec a et b réels), tel que
2
(<I> ~3 idp,| X]) (Q2) = Og,[x)- Cette équation peut se réécrire matriciellement :

b 0 13 0 0 0 b 0
2 al (o 0 1/3 1/3 1/9 a | | o b = 0
(A:),L*) 1| lo [T o o o 23 1| o[ T a = 1
0 0 0 0 0

0 0 -—4/9

D’ou : . On procéde de maniére analogue pour déterminer ()3, unitaire et de degré 3, donc de la forme

2
Q3 = X® +aX?+bX + c (avec a, b et c réels), tel que <<I> -3 idRa[X]) (Q3) = Op,[x)- Cette équation peut se réécrire

matriciellement :
c 0 79 0 0 0 c 0 .
2 b | | o 0 7/9 1/3 1/9 b | | o -
(A_914> a [Tl o = 0o 0 a9 23 ]||al|"|0]|T 2 = 17/32/2
1 0 0O 0 0 0 1 0 -
1
D’ou : Q3:X372X2+§X.

7. La famille By = (1, X, Q2,Qs3) est libre car composée de polynomes non nuls de degrés distincts (famille échelonnée).
Son cardinal étant égal a la dimension de R3[X], c’est une | base de R3[X]|.

1 0 O 0
8. Au vu des questions 3 et 6, la matrice A’ de ® dans la base B est : | A’ = 8 (1) 2(/)3 8 §
00 0 2/9

9. D’aprés les expressions de Q2 et Q3 obtenues dans la question 6, la matrice de passage de la base canonique By a la

10 0 0
01 -1 1/2
00 1 -3/2
00 0 1

(par exemple) en résolvant le systéme linéaire :

base By est : | K = . Comme toute matrice de passage, K est inversible, et K ! peut étre obtenue

10 0 o0 v X r= X r= X
01 -1 1/2 y | | v y—z+(1/2t= Y y= Y+Z+T
00 1 -3/2 Tz | T s (3/t= 2z T\ z= Z+(3/2T
00 0 1 t T t= T t= T

1. Et la réciproque ®~1 a pour matrice A~! dans la base Bo.
§. A posteriori, on peut observer que le but de la question 6 était de diagonaliser la matrice de ®, en recherchant des vecteurs propres (Q2
et (3) respectivement pour les valeurs propres 2/3 et 2/9.
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1 0 0 O
01 1 1
A dui -1 =
On en déduit que : | K~ = 00 1 3/2
0 0 0 1
10. D’aprés la formule du changement de base, on a : A’ = K 'AK, soit : | A= KA K1 |

Partie Il

11. L’application ¢ : M € My (R) — (AM — MA) € My (R) est clairement linéaire. Comme F est le noyau de ¢,
F' est un sous-espace vectoriel de My (R) ‘

12. Soit M € My (R),ona:|MA=AM | MKAK' = KAK M < K 'MKAK'=K 'KAK-'M

Iy

— K 'MKAK'K=AK'MK < K 'MKA' = AK"'MK <= | NA' = A'N

1y

Conclusion : M commute avec A si et seulement si N commute avec A’ |.

13. Avec les notations de I’énoncé, on a d’une part :

Qi1 Q12 013 01y Lo 0 0 a1 o1 2013/3 2014/9
01 0 0 o « 2a93/3 2a2.4/9

NA = Qo1 Q22 Q23 Q24 NA = 2,1 2,2 2,3 ,
04371 04372 a373 06374 0 O 2/3 0 04371 a3 2 20&373/3 20[374/9 (‘)
Qg1 Q42 Qg3 Q44 0 O 0 2/9 Qg1 042 2&4’3/3 20[474/9

et d’autre part :
10 0 0 Q11 Q12 Q13 Q14 Q1,1 a2 1,3 a4
01 0 0 Qg1 Q22 Q23 Q24 Q21 Q2 Q3 Q24
IN ) ) ) ) PR N ) ) ) )

A N B 0 O 2/3 0 O[371 01372 0[373 0[3’4 A N B 2043,1/3 20[372/3 2@3’3/3 2043,4/3 (*)

0 0 0 2/9 OZ4’1 OZ4’2 01473 a474 2044@/9 20[4’2/9 20[4’3/9 2044’4/9

La matrice N commute avec A’ si et seulement si NA' — A’N = 0, c’est-a-dire d’aprés (#) et (&) si et seulement si :

0 0  —a13/3 —Ta14/9 0000
0 0 —a273/3 —70&274/9 0 0 0 O
04371/3 04372/3 0 —4043,4/9 0 0 0 O
7054,1/9 70&472/9 40&473/9 0 0 0 0 O

Conclusion : N commute avec A’ si et seulement si ag 3, a1 4, @23, Q2.4, 3.1, O3.2, O34, 41, Qg2 €t ay 3 sont nuls ‘

14. Soit N € My (R). D’apres la question précédente, N € F” si et seulement s'il existe six scalaires (ax)yepyq) tels
que :

<= N = a1 F11 + a2F12 + agFa + ayFas + asEs3 + gy 1

On en déduit que (F11, E12, E1, Eag, E33, F44) est une famille génératrice de F” ; et comme c’est une une sous-famille de
la base canonique de My (R), elle est libre.

Conclusion : F’ est un sous-espace vectoriel de My (R) de dimension 6, une base étant (E11, E12, Ea1, oo, F33, F44). ‘

q. En notant E;; la matrice carrée de taille 4 dont tous les coefficients sont nuls & I’exception de celui situé a I’intersection de la i-éme ligne
et de la j-éme colonne, qui vaut 1.
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15. Commengons par observer que pour toute matrice M € My (R), la matrice K ~*MK est encore dans My (R), ce
qui assure que I'image de ¥ est contenue dans My (R).

En outre : V (A, p) € R2, V (M, M) € [MsR)]?, U (AM + puM’') = KL (AM + uM') K = (AK™*M + uK—*M') K

= AKX 'MK + pK "MK = AU (M) + p (M)

Ce qui prouve la linéarité de ¥. Donc ‘ ¥ est un endomorphisme de My (R) ‘

Considérons a présent Papplication : ¥ : M € My (R) — KMK~' € M, (R). C’est un endomorphisme de My (R), et

il est clair que ¥ o U="Uo V= id g, (r)- Ce qui prouve que | ¥ est un automorphisme de My (R) (et Ul =10)|

16. Soit M € F,alors ¥ (M) = K~ 'MK et donc ¥ (M) € F’ d’aprés la question 12. D’ou : | ¥ (F) C F” |, c’est toujours
ca de pris. Conversely, soit N € F' : alors N = K~! (KNK~') K, et (KNK~!) € F, toujours d’aprés la question 12.
En posant M = KNK~! onadonc: N =W (M) avec M € F,d’ou N € ¥ (F). Par suite : | F' C ¥ (F) |.

Des deux inclusions établies plus haut, on déduit que : | ¥ (F) = F' |,

De cette égalité et de la question précédente, on déduit que F et ¥ (F) = F” sont des espaces vectoriels isomorphes ; a ce

titre, ils sont de méme dimension. Ainsi : .

Partie Il (n désigne un entier naturel non nul quelconque)

17. Soit j un élément de [ 0;n ]. Alors :

n—j g n—j . , n—j . .
Z( ned )Rw B ( ned )XkJrj(l_X)"—k—J :ij< n-d )Xk(l_X)(”—J)—k
k=0 k=0

k=0
= X0 (X + (1 - X)) =[x

=1

18. D’aprés la question précédente, tous les X7 (pour j €[] 0;n ) appartiennent & Vect (Rg, k €[ 0;n ]). On en déduit

que la famille | (Rk)yc[o.,) €st une famille génératrice de R, [X] | Comme elle est de cardinal (n + 1) égal a la dimension

de R,[X], c’est une | base de R, [X] |

19. 1l a été prouvé dans la question 2 que ® est un ‘ endomorphisme de F ‘
20. Soit P€ E.On a:

@(P)O@é(Z)P(i)RkO ()

Or d’aprés la question précédente, la famille (Rk);c[o.,) est une base de E'; c’est donc en particulier une famille libre de
E, et I’égalité () implique alors :

VEke[0n], <Z>P(z) =0doul :|VEke[0;n], P(f;) =0l

D’apreés ce qui précéde, le polyndome P posséde (n + 1) racines distinctes (les réels k/n avec k €] 0;n ). Comme son degré

est inférieur ou égal & m, on en déduit que c’est le polynome nul. En résumé : ‘ (®(P)=0)= (P =0) ‘

21. D’apreés la question précédente, ® est injectif. Comme c’est un endomorphisme de E d’aprés la question 19, et que
E est de dimension finie **, on en déduit que ® est bijectif, donc ‘ ® est un automorphisme de F ‘

|. Puisque ( Z ) # 0 pour tout k €[ 0;n .

xx. Il s’agissait de ne pas oublier cet argument essentiel pour conclure.



