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Devoir Maison N°6

Suites Numériques

Dans ce probleme, on s’intéresse essentiellement a la dynamique des fonctions f. : R — R,
x — 2 + ¢, suivant la valeur du réel c.

Cela signifie que pour chaque valeur de zg € R, on va étudier le comportement de la suite (z,,)
de premier terme ce xqg et vérifiant Vn e N, z,,1 = x% +c.

Le comportement de la suite (x,), qui est bien définie pour tout n € N, va donc dépendre bien

str du choix de zg (appelé germe de la suite) et de la valeur de c.

1) Casoul ¢=0, fo=fo: R>R, x+ x2. On suppose c = 0.
a) Ecrire explicitement, pour tout n € N, z,, en fonction de xg.
b) Préciser alors la limite de la suite (x,,) suivant la valeur de z.

2) Détermination des points fixes de f. :
Un réel x € R est appelé un point fize de f. si, et seulement si, f.(z) = z.
Montrer que, suivant la valeur de ¢, la fonction f. admet 2,1 ou 0 points fixes, qu’on
explicitera et qu’on notera (s'ils existent) : a, < S..

3) Etude du cas ¢>1/4

On suppose ¢ > 1/4. Montrer que pour tout choix de z¢ € R, la suite (x,) est croissante,
puis que z,, —> +o00.

n—+o0o
4) Etude partielle du cas ¢<1/4 : on suppose ¢ < 1/4 et on note a, < . les deux points
fixes de f. trouvés ci-dessus (confondus si ¢ = 1/4).

a) Montrer que si g > B, &, —> +oo.

n—+o0o

b) Etudier ensuite le cas xg < —f..

5) Etude du cas critique c=1/4 , vitesses de convergence/divergence :
On suppose donc ¢ = 1/4.

a) Montrer que (z,) converge si, et seulement si, z € [-1/2,1/2]

b) Pour étudier la vitesse de convergence/divergence, on pose pour tout n € N, u,, = 2, —1/2.
Montrer que pour tout n € N, w1 = ui + Uy

¢) Vitesse de convergence :
On suppose que ug €] — 1,0[. On sait donc que u,, — 0.

n—>+oo

_ 11 L
(i) Montrer que (v,) = ( — —) converge vers une limite finie non nulle que I'on
L. Un+1  Un

précisera.

(ii) Démontrer le théoreme de Cesaro suivant : si (v,,) € RY vérifie v, — £eR et si on
n—+oo
v+ -+ 0
note pour tout n € N*, M,, = ——= alors M,, — /.
n n—+oo

(iii) En déduire un équivalent simple de (u,) pour n — +oo.

d) Vitesse de divergence dans le cas wug ¢ [-1,0] :
On suppose que ug ¢ [-1,0]. On sait donc que u,, —> +oo.
n—+oo

1
On note ¥ n e N*, w, = o0 In(uy,) (cette suite est bien définie car Vn > 1, u, >0.)

1

(i) Vérifier que : Vn e N*, wy41 —wy, = ST

1
In(1+—).
Un
(ii) En déduire que la suite (w,) converge. On note ¢ sa limite dans la suite.

1 1
(i) Montrer que Vn e N*, Vpe N, wpipi1 —wp, < —In(1+ —).

on N



ELBILIASIY

Prépas MPSI Problemes COI‘I‘igéS Prof. Mamouni

[htfp ://elbilia.supj 2020-2021 [http ://myismail.net]

(iv) En déduire que : lirp 2" (¢—w,, ) = 0 puis qu’il existe un réel ¢ > 1 tel que u, ~ A"
n—+oo n—+oo

6) Propriétés générales des points fixes attractifs :
Soit g € C*(R,R) une fonction quelconque. Un point fixe = de g est dit attractif si, et
seulement si, |¢'(z)| < 1.
Pour chaque valeur de z € R, on note encore (z,,) la suite récurrente définie par cette valeur
de zg et Vne N, z,.1 = g(xy,).
a) Montrer que si un point fixe ¢ de g est attractif, alors il existe un € > 0 tel que pour tout
2o €] — e, +¢[, la suite récurrente (z,) définie par ce xy converge vers /.

b) Si £ est un point fixe attractif de g, on appelle bassin d’attraction de ¢ I'ensemble By
formé par toutes les valeurs de xo pour lesquelles la suite (x,) converge vers /.

Bg:{x0€R|mn — E}
n—+oo

On appelle Iy la réunion de tous les intervalles contenant ¢ inclus dans By.
On admet que Iy est un intervalle ouvert non vide ]a, b[ avec a < b (cela se déduit du a)).
Montrer les inclusions g(Ja,b[) c]a,b[ et g({a,b}) c {a,b}.
¢) On suppose en outre que ¢’ ne s’annule pas sur ]a, b|.
(i) Montrer que la dérivée de h = g o g ne s’annule pas sur |a,b[ et que h(a) = a et
h(b) =b.

(ii) En déduire qu'’il existe un a’ €]a,£[ et un b’ €]¢,b[ tels que :
h'(a)=1 et A'(V)=1

7) Généralisations : points périodiques attractifs
On note f°" l'itérée n-fois de f définie comme suit :

fO=id VneN, fomD - fopom,

On dira qu’un point xg € R est point périodique de f s’il existe un entier ¢ > 0 tel que
f°4(zg) = xo. On appellera période de z( le plus petit entier ¢ > 0 vérifiant cette propriété
et orbite de o 'ensemble O(xq, f) = {f°*(x0), pour k=0,1,...,q—1}.

Pour un point z périodique de période ¢, on dira qu’il est attractif ssi |(f°7)"(zo)| < 1.

a) Soit f € D(R,R). Démontrer que :
n-1 .
Vo eR, VneN', (f)(x)=[]f(f"(2)).
i=0

b) Remarque : (pas de question) avec la propriété précédente, on peut en déduire (non
demandé) que si zq est périodique de période ¢ et attractif alors pour tout x € O(zo, f),
le point z est aussi périodique de période g et attractif avec |(f°7)(x)| = |(f°7) (x0).

8) Retour aux fonctions f.:z~x2+c.

a) Déterminer une C.N.S. sur ¢ pour que le point fixe «. soit attractif.
b) On admet ici que les considérations de la question 6 appliquées & g = f29 permettent *
de montrer le :
Théoreme admis si f. admet un point périodique attractif de période ¢, qu’on note
xo, alors la suite (f29"(0))ne n converge vers un point « de Porbite de xo.
Question : Déduire de ce théoréme que si ¢ < =2, f. n’a pas de point périodique
attractif.
Indication — On pourra comparer f.(0) et —f..
Epilogue : pour c € [-2,1/4] la situation est trés riche mais le théoréme ci-dessus permet de
montrer qu’il n’y a a chaque fois qu’au plus une orbite périodique attractive, qu’on détecte
avec le germe 0.

1. avec d’autres ingrédients qui demanderaient un sujet de 4h
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5)

CORRIGE

Casou ¢=0, fo=fo: R->R, x> x*.

a) Pour tout n € N, notons H(n) : x, = z2".

e H(0) dit qu zo = zo ce qui est vrai.
e Hypothese de réc. : supposons H(n) vraie pour un n € N.

2 oM\ 9o 2M w9 277,+1 . .
Alors xps1 =x; = (zg ) =25 =25 ce qui montre que H(n +1) est vraie.

La récurrence est établie : H(n) est vraie pour tout n € N.
n
b) Le a) donne aussi que |z,| = |zo> . Remarquons aussi que x1 = 23 > 0 donc pour tout n > 1,
n
x> 0. Donc pour tout n > 1, z, = |zo|* .

e Si |zo| < 1 alors |zo[*" — 0 donc z, — 0.
n—>+oo

n—+oo
e Si |zo| =1 alors z, = 1 pour tout n > 1.
e Si |zo| > 1 alors &, —> +oo.
n—+00

Détermination des points fixes de f. :

On considere . : x = fo(z) -z = 22—z +e.

L’ensemble des points fixes de f. est ’ensemble des zéros de p.. Comme @, est polynomiale du

second degré, on obtient bien trois cas suivant le discriminant de ., qui vaut A =1 —4c.

IVITEe o 1eVITEe
2 ° '

e lercas: A>0i.e. c<1/4, f. admet deux points fixes distincts a. = >

e 22me cas : A =01ie. c=1/4, fo admet un unique point fixe a. = . = %

e 3¢me cas : A <0 ie. ¢>1/4. Dans ce cas f. n’admet aucun point fixe.

Etude du cas ¢>1/4

Avec la fonction ¢, : x — fo(z) —x = z? — z + ¢ introduite & la question précédente, on sait ici que
¢c a un discriminant négatif donc ¢. > 0 sur R.

Or pour tout n € N, Zni1 — Zn = pe(zrn) donc pour tout n € N, xps1 —zn > 0.

’La suite (z,,) est (strictement) croissante. ‘

Par théoréme de la limite monotone, ou bien (x,) converge ou bien z, —> +oo.

n—+oo
Or par labsurde si (x,) converge vers un £ € R, comme pour tout n € N, zp41 = fe(zn), on aurait,
par continuité de f. et passage & la limite, ¢ = f.(¢). Donc la limite ¢ de (z,) serait un point fixe
de f.. Mais ici, on est dans le cas ou f. n’a pas de point fixe d’ou la contradiction.
On conclut donc bien que x,, — +oo.

n—+oo

Etude partielle du cas c¢<1/4

a) La fonction ¢, est strictement positive sur ]S, +oo[ (polynéme du second degré).
Donc si x €] 8¢, +oo[, p(x) >0 donne f(z) >z donc f(x) €]Be, +oo[.
Ainsi lintervalle 8., +oo[ est stable par f, donc pour xg €]f., +o0[, on sait que pour tout n € N,
Zp €]Be, +oo[. Et pour tout n € N, ¢.(z,) >0 donne zp41 > Tn.
Ainsi on vient de montrer que si zg €], +oo[, la suite (x,) correspondante était strictement
croissante. De méme qu’au 3) si, par l’absurde, (z,) convergeait vers une limite ¢ alors ¢ serait
un point fixe de f. et on aurait aussi £ > xo > B.. Or f. n’a pas de point fixe dans ]S, +oo[, d’out
la contradiction.
On conclut donc, par théoréeme de la limite monotone, que x,, o, oo

b) Dans le cas zg < -, comme f. est paire, on sait que z1 = fc(—zo) avec —xg €], +oo[. La limite
de (zr) est donc la méme que celle de la suite de germe -z et par le a), on conclut donc que

ry, —> +00.
n—+oo

Etude du cas critique c = 1/4 avec vitesses de convergence/divergence.

a) On sait que Yz € R, p.(x) =2° —x + 1/4 > 0, donc la suite (z,) est toujours croissante.
La fonction f. : x = 2 + 1/4 étant paire, il suffit d’étudier le comportement de la suite ()
pour les germes xo € R,
Sur R* la fonction f. est croissante, donc les deux intervalles [0, 1/2] et [1/2, +oo[, délimités par
le point fixe 1/2 de f., sont stables par f.
e Si 2 € [0,1/2], la suite (z,) est croissante majorée par 1/2 donc convergente. Par continuité
de f. elle ne peut converger que vers un point fixe de f., donc vers 1/2 (unique point fixe de f).
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o Si xg €]1/2, +00o[, la suite (x,) est croissante et reste dans l'intervalle [xo, +oo[, qui ne contient
pas de point fixe de f.. Donc (z,) diverge, et par théoréme de la limite monotone, z, —> +oo.

n—+oo
Par parité de f, on conclut bien que (x,) converge (vers 1/2) ssi xg € [-1/2,1/2] et que (z,)
tend vers +oo sinon.
b) Par déf. VneN, Uns1 = Tns1 — 1/2 =22 +1/4-1/2 =22 = 1/4 = (un + 1/2)% = 1/4 = u} + un.
¢) Vitesse de convergence, dans le cas ug €] - 1,0[.

1 1 1 1 1
(i) Par déf. v, = =— -—

Un + U2 Un  Un L1+Un Un

Comme u,, — 0, on sait que =1-up+o0(un).
n—+oo

n

n—+oo

1
Donc v, = — (1 = un +0(un) —1) =-1+0(1) donc | v, — -11|
Un

(ii) Soit £ > 0. On sait qu’il existe un ng € N tel que pour tout k > no, |vx -] <&’ =¢/2 (x). On

fixe donc cet entier ng et dans ce qui suit, on consideére n > nyg.
n

Z\vk—l|

)+t -1 =
On réduit au méme dénominateur : [M, -] = |(U1 ) (v )| < & .Ona:
n n
M, -1 <A, + B, (0)
no n
Z|Uk—l\ Z ok =1
= k=n,
OflAn:kl etBn: o+l
n n
n
U
) . PN k=ng+1 (n - ’I'LQ)&J
e D’une part, par (*) appliqué a tous les k € [no + 1,n], on a B, < = <
n n
g =¢/2.

Donc Vn >ng, Br, <g/2 (1).

e D’autre part, comme ng est fixé, le numérateur de A,, est une constante C' indépendante de

n. Donc A, =C/n — 0. Donc il existe un n1 > ng tel que pour tout n > n1, A, <e/2 (2).
n—+oo

Conclusion : Par (0),(1),(2), pour tout n>ny, on a |M, -l|<e/2+¢e/2=¢.

Donc on a vérifié la déf. de la limite : M,, — [. O
n—+oo
(iii) En appliquant le théoréme de Cesaro du (ii) & la suite (v,) du (i) on a: M,, — -1 ol
n—+oo
1 & 1 1 1 1 .
M, =— ( - —) = — —— (somme télescopique).
i\ Ukt uk/)  NUper N
1 .
Comme — — 0 on en déduit par somme de limites que — -1.
nuyp n—+oo NUp+1 N—+oo
1 1 1
Donc up+1 ~ —-—etdonc|u, ~ —-—— ~ ——1|
n—+oo M n—otoo M —1 notoo N

d) Vitesse de divergence dans le cas uo ¢ [-1,0].

(i) Soit n € N*. Le calcul suivant donne 'expression demandée :

1 1
Wn+1 — Wn e ln(un+1) - 27 ln(un),

2n+1

1 2 1

= oem In(uy, +un) — o In(un)
1 ) 1 1

= gar ln(un(1+;n))—271n(un)
1 1

= 2nHln(1+a). (*)

(ii) D’apres le lien suite/série, pour montrer que (wy,) converge, il est équivalent de montrer que
la série Z(wn+1 — wy ) converge.

. 1
Or comme u, —> +o0, on sait que In(1+ —) — 0 et donc (*) montre que Wn+1 — Wrn =
Up N+

n—+oo
1
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Par théoréme de comparaisons pour les S.T.P.; on en déduit que la série 3 |wns1 — Wy
converge et donc Y (wn+1 — wy) est absolument convergente donc convergente, ce qui finale-
ment montre bien la convergence de (w).

(iii) Soit n € N* et p € N. Soit k € [0, p].
In(1+

Un+k
Comme la suite (un)nzl est croissante et strictement positive , on sait que

D’apres le (i), on sait que Wpikr1 — Wk < 1
nt RS ontk+l

In(1+ ——) <In(1+ ),
Un

n+k
donc :
In(1+ —)

Wntk+1 — Wntk < 2n+k+l

En sommant toutes ces inégalités pour k € [0, p], par télescopage dans le membre de gauche :

p
Wn4p+l — Wn < kz: 2n+k+1 111(1 + 7)
1 1 1

N P

on+1 on+p+2 on+l
= < = .

Enfin Z 2n+k+1 1- 1 T 1- 1 on

k=0 2 2

PSR T - . . 1 1
Avec les deux inégalités précédentes, on obtient bien : wpp+1 — Wy < o In(1+—).
Un

(iv) Soit n e N* et p e N. D’apres la question précédente : 0 < 2™ (wnips1 —wn) < In(1+ 1),
En passant a la limite pour n fixé et p — +oo, on obtient : 0 < 2" (¢ - w,) <In(1 + i)

Enfin, comme u, —> +oo0, on sait que In(1 + —) — 0 et donc par théoreme des
—+00

n—>+oo

gendarmes, on obtient bien : 2" (¢ — wn) — 0.
—+4o00

Autrement dit 2™¢ - ln(un) — 0 ou encore In(uy,) =2"¢+¢e, avec &, —> 0.
—+00

n—>+o00

Ainsi u, =exp(2"0) exp(sn). Comme exp(en,) — 1, on conclut bien que :
n—+oo

-
un, ~ exp(2"f)=c"
n—>+oo
en notant ¢ = exp(¢). Comme u, — +oo, on sait que ¢> 1.
n—+oo

6) Propriétés générales des points fixes attractifs :

a) Comme |g’(£)| < 1, si on fixe un X €]|g’(£)], 1[, alors par continuité de g', il existe un & > 0 tel
que si z €]l —¢,£+¢[, |g'(x)| < \. Par inégalité des accroissements finis, on en déduit que g est
A-lipschitzienne sur ¢ —¢, ¢ +¢[.

En particulier Vz €]l —¢,¢+¢[, |g(x) — g(£)| < Mz — ¢] autrement dit |g(x) — ¢ < Nz — ¢
Comme A < 1 ceci montre en particulier que ¢ —¢, £+ ¢[ est stable par g.
Donc si xg €]€ — ¢, + €[, alors par récurrence immédiate Vn € N, |z, — €] < A"|zo —£| et donc

Tn —> L.
n—+oo

Remarque : En fait le caractére C* n’est pas nécessaire ici, et la dérivabilité de g en £ suffit.
En effet, par déf. g’ (£) = limg_,, L‘?(@
-
9(z) - g(¢)

Si donc |g'(¢)| < 1, la fonction T : z |a;7‘ tend en £ vers une limite strictement plus
petite que 1. Donc si on fize un \ €]|lg’ ()|, 1, alors par déf. de la limite, il existe un € > 0 tel
que st x €)l—e, L+e[N{L} alors |T(x)| < X\. Donc Vx ell—¢e,l+e[, |g(x)-g(£)| < Mz —£| autrement
dit |g(z) — £ < Az - €|. Et on conclut de méme.

b) Justification de l’affirmation admise : On remarque d’abord que I, est une réunion d’in-
tervalles ayant tous le point o en commun, donc c’est un intervalle. On sait bien str qu’il n’est
pas vide car il contient £.

Reste & montrer que I; est ouvert. Par l’absurde si par exemple I; = [a,b][ (le raisonnement
serait le méme pour la borne b).

Alors il existe un N € N tel que g°V (a) €] —¢,£ + [ (avec les notations du a)

Comme ¢°V est continue il existe alors un voisinage V =]a — a,a + a[ de a telle que pour tout
zeV, N (z)elt-¢,l+¢.
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Mais alors par déf. I, contient aussi Ja — a, b[ contradiction.

La question proprement dite :

Soit z € g(Ja,b[). On a donc un zg €]a,b[ tel que g(zo) = z. Mais alors la suite des g°"(z) est
la suite des g°"*") (20) et par déf. de ]a,b[ elle converge vers £.

Donc z € By et d’autre part g(Ja,b[) est un intervalle comme image continue d’un intervalle,
qui contient £ = g(£) donc ’g(]a,b[) c Iy =]a,b[
Par continuité de g, on sait que g(a) = limz—q,z5¢ g(x) et comme on vient de montrer que
9(]a,b]) cla,b[, on en déduit que g(a) € [a,b]. De méme pour g(b).

Ainsi on sait que {g(a),g(b)} c [a,b]

Par absurde si g(a) €]a,b[. Alors g(a) € B¢, mais alors la suite de premier terme a converge
vers £ i.e. a € By et [a,b[c I; contradiction. De méme avec b.

On a donc bien montré que‘ {g9(a),g(b)} c{a,b} ‘

c) On suppose en outre que g’ ne s’annule pas sur ]a, b[.

(i) La dérivée de h sur ]a,b[ est donnée par

Vaela,bl, h'(2) = g'(g9(2))g ().

Puisque g(Ja,b[) c]a,b[ et g’ ne s’annule pas sur ]a,b[, on en déduit que h’ ne s’annule pas
sur |a,b[.

Comme la fonction continue g’ ne s’annule pas sur ]a,b[ , elle est de signe constant sur
cet intervalle, et on déduit de la formule précédente que h’ est strictement positive sur
Iintervalle ]a, b[ . Par conséquent h est strictement croissante sur l'intervalle [a,b]. D’apres
la question précédente, on doit avoir h({a,b}) c {a,b} : puisque h est strictement croissante,
on a nécessairement h(a) = a et h(b) = b.

(ii) L’application & ~ h(z) — = est dérivable sur [a,£] et s’annule en a et ¢, donc d’apres le
théoréme de Rolle sa dérivée s’annule en au moins un point a’ €]a, [ , pour lequel on a donc
h'(a") = 1. De méme pour b’.

7) Généralisations : points périodiques attractifs

a) On sait par théoreme du cours que f°" est dérivable pour tout n € N (méme si la récurrence
qu’on va faire permettrait aussi de le rejustifier).
Onnote H(n) : Vo eR, (f")(x) =% f'(f"(2)).
o Initialisation : H(1) dit que Yz € R, f'(z) = f'(z) ce qui est vrai.
e H.R. supposons H(n) vraie pour un n € N*.
On sait alors que

(Y (@)

(fof™)(z)=f(f"(x)).(f*) (z),par la dérivée d’'une composée

= f'(fon(m))ﬁf'(f"i(x)) par VHR.

- ﬁ)f’(f“(:v)),

ce qui montre que H(n + 1) est vraie.
La récurrence est établie, H(n) est vraie pour tout n € N*.

8) Retour aux fonctions f. : z 2%+ c.

a) On se place bien siir dans le cas ot ¢ < 1/4 pour avoir I'existence de points fixes. Ici fo(z) = 2z
pour tout z. Donc : fi(B.)=1+V1-4c>1et fi(ac)=1-/1-4c.
Ainsi . n’est jamais attractif. En revanche, a. est attractif ssi 1 > 1 - +/1—-4¢ > -1 Cette
condition équivaut & 2 >+/1 —4c¢ >0 ou encore 4 > 1 -4c¢> 0 ou encore 1/4 > ¢ > -3/4.

’ Conclusion : Donc f. admet un point fixe attractif ssi ¢ €] — 3/4,1/4][. ‘

b) Montrons que si ¢ < -2 alors f.(0) =c< -8 (1)
_1+\/1—4c 1+vV1-4c

= -2 et la fonction ¢ » ———————— est strictement

En effet, pour ¢ = -2, -8, = 5

croissante sur | — oo, 1/4], ce qui prouve (1).
Avec (1), on en déduit que si zo =0, 1 < —f¢, et donc avec la question 4) b) : £, —> +oo.
n—+o0o

Mais ceci montre que la suite (fo™(0))nen n'a pas de suite extraite convergente donc par le
théoreme admis f. n’a pas de point périodique attractif.



