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Devoir Maison N°7

Fonction Réelles

[Les calculatrices et autres appareils électroniques (téléphones etc.) sont interdits.}

Soignez la précision de la rédaction, ce qui ne signifie pas < en mettre des tonnes » : la

précision, c’est de bien distinguer entre implique (donc) et équivaut (ssi)... par exemple!

Encadrez ou soulignez vos résultats, séparez clairement vos questions, la clarté de votre
résentation est un élément d’appréciation. Bon courage!

4
Exercice 1. Soit f : R->R, z ~ f(z) = %x+g\/|—x2+4|.

a) Préciser, en le justifiant, sur quel ensemble la fonction f est continue.

b) Préciser, en le justifiant, le plus grand sous-ensemble de R sur lequel la fonction f est
dérivable. Aux éventuels points ou f ne serait pas dérivable, on précisera si le graphe de f
admet une tangente verticale.

c¢) Etudier les variations de f sur R.

d) Etudier les limites de f en +oo et en —oo.

e) Dans cette question, on étudie les éventuelles asymptotes obliques de f en +oo.

i) Justifier que si la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique au graphe de f en
+0o (resp. si la droite d’équation y = a’z + b’ est asymptote en —o0) alors f(z)/z — a
T—+00
(resp. en f(z)/x — a).
Tr—>—00

ii) En déduire ici la pente a (resp. a’) des éventuelles asymptotes obliques au graphe de f
en +oo (resp. en —oo).

iii) En considérant la limite en +oo de 2 — f(z) — ax (resp. de f(x) —a’z en —o0), montrer
qu’on a effectivement des asymptotes obliques, a préciser.

f) Donner 'allure du graphe de f (cette allure du graphe sera valorisée dans le baréme).
g) On note I =[2,+oo[ et J = f(I). On note g = fi;.
(i) Montrer que g : I - J est bijective.
(ii) Montrer que g~! est dérivable sur J.

Exercice 2 (de la trigo. et de la dérivation, deux des 4 piliers du taupin ...).

a) Montrer que pour tout x € [0,7/2[, sin(z) < z < tan(z).

b) Soit f : [0,7/2[= R, x

(=4

sin®(x)

cos(x)

i) Démontrer que pour tout z € [0,7/2[, f'(x) = 1+ tan?(z) - cos(2x) — 322,

ii) Montrer que la dérivée troisieme f) est positive sur ]0,7/2[.

¢) A laide du b), montrer que V x €]0,7/2[,

sin (x)
® g:y— "

® h: y:cos(x)i

# > y/cos(z).




ELBILIASIY

Prépas MPSI Problemes COI‘I‘igéS Prof. Mamouni

[htfp ://elbilia.supj 2020-2021 [http ://myismail.net]

Exercice 3. Pour une fonction f de R dans R, on appelle P la propriété :

feCR,R), et fof=exp.

Le but de ce qui suit est de donner des propriétés des éventuelles fonctions vérifiant la propriété
P (analyse du probleme). Dans Pappendice, on trouvera une synthése montrant que de telles
fonctions existent vraiment.

Soit donc f vérifiant la propriété P.
a) Monotonie de f :
i) Montrer que f est strictement monotone.

ii) Montrer que f n’a pas de point fixe, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de = € R tel que
f(z) =
iii) Montrer alors que f est strictement croissante.
Indication : On pourra étudier les propriétés de ¢ : = — f(x) —x.
b) Ensemble image de f :
i) Montrer qu’il existe (I, L) € R tels que f(R) =]i, L[
ii) Montrer que L = +oo0.

)
iii) Montrer que [ € R.
iv) Soit a = f(0). Montrer que 0 < a < 1.
v) Montrer que f([0,a]) = [a,1].

i)

vi) Montrer que [ < 0.

c) :Le but de cette question est maintenant de montrer

qu’il existe effectivement des fonctions vérifiant la propriété P. Pour cela on considere une
fonction f telle que Vx €[0,1/2], f(x) =z +1/2.

On va encore poursuivre 'analyse dans ce cas particulier avant de faire la synthese :
Analyse : soit f vérifiant la propriété P et telle que Vx €[0,1/2], f(z) =2z +1/2.
i) Montrer que fif1/2,1] est entierement déterminée.
ii) Montrer ensuite que fif; ] est enticrement déterminée.
iii) En déduire que fir+ est enticrement déterminée.
iv) Faire de méme pour fig-.
v) Qu’a-t-on prouvé?

Synthése : montrer que la fonction obtenue convient bien.
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Corrige

Exercice 1. a) Ensemble de définition : Dy = R.

Par théoreme généraux d’opérations : ’ f est continue sur R‘, mais vu la question posée

détaillons un peu : la fonction z — |z| est continue de R dans R* et x — /7 est conti-
nue sur R* donc la composée ¢ : = — /|- 22 +4| est continue sur R. On en déduit la
continuité de f sur R par multiplication de cette fonction ¢ par une constante et ajout de
x> 3/5z.

Il est inutile, d’étudier les limites de f en 2 et en —2. La fonction est continue sur R par
théoremes généraux !

(i) De méme la fonction z +~ |z| est dérivable sur R* et x — \/z est dérivable sur R**. Donc,
par composition, ¢ : =+ \/| — 22 + 4| est dérivable en tout point z tel que —z2 +4 # 0 donc
sur R\ {-2,2}.

Par multiplication de cette fonction ¢ par une constante et ajout de x — 3/5x, on en déduit
que ’ f est dérivable sur R\ {-2,2} ‘

Ne dites pas : la fonction f est dérivable sur R\ {-2,2} < parce que la fonction x ~ |z| (ou
x + /x) n'est pas dérivable en 0 », mais dites < parce que ces fonctions sont dérivables sur
R\ {0} (resp. R**) »! Ne pas justifier la dérivabilité par la non-dérivabilité !

(ii) Etude au point particulier d’abscisse x = 2.
f(2+h)-f(2) _§+é 4+h

h —_— .

e pour h >0, h EtE 3 h:)>+ +00

.pourh<ow:§_é M—)—OO.
h 5 5 -h  h-0-

. . . . 6 .
Donc f n’est pas dérivable en 2 et mieux la courbe présente au point (2, 3) deux demi-

tangentes verticales.

Lorsqu’on a comme ici deux demi-tangentes opposées, on dit a un point de rebroussement.

SR -f(2) (2= f(-2)
h h—0* h h—0~

(iii) Etude au point d’abscisse x = —2. Analogue :

—oo et, méme conclusion.

Conclusion : ’18 plus grand sous-ensemble de R sur lequel f est dérivable est R\ {-2,2}. ‘

Etude des variations :

3 4 3 4 4o + 3V a? -4
ePourz>2o0uz<-2, f(z)=-z+-Va2-4et f'(z)==-+= v _MEOVE .
575 5 5Va2-4  5V22-4
Il est clair que f'(x) >0 pour = > 2.
Pour = < -2, on considere 'expression conjuguée :
1622 - 9(z? - 4) 72% + 36

<0.

U P R (PP e

Donc f est strictement décroissante sur | — oo, —2] et strictement croissante sur [2, +oo].
V4 -22 -4z

4 ——
e Pour z €] - 2,2[, f(x):§$+g 4-a? Alors f'() = 5vV4 — 22
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Pour z €] - 2,0], f'(x) 2 0 clairement.

Pour z € [0, 2[, méme méthode d’expression conjuguée :

() = 9(4 - 2?) - 1622 - 36 — 252 - (6 - 52)(6 + 5x)
5VA-22(3V4A-22+4x) 5V4A-22(3V4-2? +4x) 5V4-22(3V4-22 +4x)
p : . 6 L 6

Donc [’ est strictement positive sur ]0, 5[ et négative sur ]3’ 2[.

On obtient le tableau de variation, en mettant déja les limites cf d).

r | —c0 -2 0 g 2 + 00

i I N R

S lroon-3 2,20 /400
19} 19}

Soignez les études de signes et autres manip. d’inégalités : pour ceux et celles qui ont
étudié le signe de f’(z) en remplacant 'inégalité f/(x) > 0 par des inégalités équivalentes,
en mettant au carré quand il faut, attention aux conditions pour mettre au carré en gardant
I’équivalence !

Exemple de rédaction avec cette seconde méthode :
Pour z €] -2,2[ :

4x

’ 3
) >0 <~ - - 207
f(z) 5 r o
S e
57 5v4-x2

< 3V4d-z224x (%)

[Ld, on a envie de passer aux carrés : on fait une pause pour réﬂéchir/]

ler cas : z <0 donc ici z €] - 2,0]. Dans ce cas (*) est toujours vraie donc f'(z) > 0.
2éme cas : x>0. Dans ce cas (*) est équivalente a l’inégalité qu’on obtient en passant au carré.
Ainsi dans ce deuxiéme cas :

f(2)20 < 9(4-2%)>162"

< 36> 25z
36 22
<~
25
6
p=s gzx carx > 0.

Donc pour x €[0,2[, f'(x) 20 < z € [0, g]
d) Etude des limites :

e En +o0 :| f(z) — +o0|comme somme de deux fonctions tendant vers +oo.

T—+00

e En —oo : on a une forme indéterminée —00 + 00

Mais pour tout x €] —

4 4 4
(:c)—f:c+f\/x2 _,x+, xQ(l——)—fx+f| | — § —\/1-—=].
T2 5 5 :I:2

Quand x — —oo le dernier crochet tend vers 5 donc f(x) ot

e) Etude de lexistence d’une asymptote en +oo.

i) Rappel de déf. La droite D d’équation y = ax + b est asymptote & I'y en +oo si, et
seulement si, par déf. f(z) - (ax +b) — 0.
Tr—

+o00
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ii)

iii)

- +b
On suppose que f(z) - (ax +b) —> 0. On en déduit que f(@) = (e +b) — 0.
Tr—+00 €T Tr—>+0oo
b
Autrement dit que C)) -a-— — 0.
xr €T Tr—+oo

b b b
Comme — — 0, on en déduit par somme de limites que M -a-—+— — 0

€T T—>+oo €T T €T T—>+oo
c’est-a~dire que @ -a — 0. O

€T Tr—>+0o0

On se place pour z > 2.

Alorsf(x):§+é\/1—i —>z
x 5 5 a2 m—too §

’Donc si I'y admet une asymptote oblique en +oo elle est de pente a = 7/5. ‘

R f(z) 1 r_
De méme en —oo, — il "B et .

On vient de trouver le a candidat : ensuite on va étudier f(z) —ax. Si cette différence a
une limite finie b, alors d’aprés la définition ci-dessus, la droite d’équation y = ax + b sera
asymptote.

, 74 4 4 (22 -4) -2 16
On étudie alors f(z) - -z =-=2+ V22 -4=— = .
(=) 5 5 9 5 Va2-4+z  5(Va?-4+x)

Donc f(x)—ga: — 0.

ITr—>+o00o

7
Ceci signifie que | la droite D d’équation y = gx est asymptote au graphe de f en +oo |

En —oo :

1
on montre de méme que f(z) + 5% .o 0 et donc que :
Tr—>—00

1
D' d’équation y = —gx est asymptote a I'y en —oo |

Attention & ceux qui écrivent f(x) — gx Cela n’a AUCUN SENS!
T—>+00

Quand z — +oo, il n’y a plus de x dans la limite! On a donné le x a < ¢a tend » et satan ne
vous le rendra pas!

f) Allure du graphe :
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g)

(i) On a vu au c) que f|’]2,+oo[ est strictement positive, donc fif2 ;e0[ €St, par continuité aux
bornes, strictement croissante sur [2,+oo].

En particulier f est injective sur I et donc bijective de I dans f(I).

(ii) On sait que J = [6/5,+00[ (T.V.I. pour les fonctions continues strictement monotones).

Soit y €]6/5,+o00[= f(]2,+00[). Comme g est dérivable sur ]2,+oco[, par théoreme sur la
dérivée d’une réciproque, on sait que g~! est dérivable en y si, et seulement si, ¢'(g*(y)) # 0.
Or comme ¢’ ne s’annule pas sur ]2, +oo[ (cf ¢)), on sait donc déja que g~! est dérivable sur
16/5, +oo].

Pour I’étude de la dérivabilité de g en 6/5, on voit avec le ¢) que g'(x) — +oo.

r—2t
Donc 1/g'(x) 2 0.
r—2%

Donc, par continuité de g™, pour y > 6/5, g7 (y) = 1/¢'(¢7 (y)) —; 0.
y—6/5
Par théoréme de la limite de la dérivée, comme g~' est continue sur [6/5, +oo[, dérivable sur
16/5,+oo[ et g71(y) —; 0, on conclut que g~! est dérivable en 6/5 et sa dérivée est nulle.
y—6/5

Conclusion : ’g’l est bien dérivable sur J ‘

Exercice 2. a) C’est du cours ou presque. Par concavité du sinus sur [0, 7/2[, son graphe est

en-dessous de sa tangente en 0 qui est la droite d’équation y = x.

De méme pour la tangente, par convextité de la tangente sur [0,7/2[,; son graphe est
en-dessus de sa tangente en 0 qui est la droite d’équation y = x.

(i) Idée : on sait que 1+ tan®(z) est la dérivée de tan(zx), donc on cherche a écrire f(x) =
1

tan(z) - 5 sin(2z) — 2% + C o1 C est une constante éventuelle

sin(z)(1 - cos?(z))

- 2% = tan(z) —sin(z) cos(z) — > ce qui donne
cos(x)

Pour cela, on écrit f(x) =

1
bien, f(z) = tan(z) — 5 sin(2z) — 2® et 'expression demandée pour sa dérivée.

(ii) Avec l'expression du (i) pour f’, on obtient pour tout z € [0, 7/2[ :

' (z) 2tan(z)(1 + tan®(z)) + 2sin(2z) - 6z,
= 2tan(z) + 2tan®(x)) + 2sin(2z) - 6z,
fOx) = 21 +tan®(x)) +6(1 + tan®(x)). tan?(z) + 4 cos(2z) — 6
= Stan®(z) + 6tan*(z) + 4cos(2z) - 4,
= Stan®(z) +6tan’(x) + 4(cos(2z) - 1)
= 8tan®(x) +6tan’(z) - 8sin®(x)
= 8(tan’(z) - sin®(z)) + 6 tan®(z).

Or par a) tan?(z) —sin?(z) > 0 donc f® (z) > 0 pour tout z € [0, 7/2[.

Comme cos est stmt positif sur |0, 7/2[ 'inégalité & démontrer est équivalente & la positivité
de la fonction f du b) sur ]0,7/2[

Or par b) (ii) f©® est positive donc f” est croissante sur I'intervalle [0,7/2].

Comme f"(0) =0, on en déduit que f” >0 sur [0,7/2[. et donc que f’ est croissante.
Comme f'(0) =0, on obtient encore f’ >0 sur [0,7/2] et donc f est croissante.
Finalement comme f(0) =0, on conclut bien que f est positive sur [0, 7/2[ et la conclusion.

Exercice 3. a) Monotonie de f :

i) Comme exp est injective, on en déduit que f est injective. En effet, par I’absurde si on

avait un couple (z,y) € R? tel que = # y et f(x) = f(y) alors f(f(z)) = f(f(y)) et donc
exp(x) = exp(y), contradiction.

Par le théoreme, comme f est injective et continue sur un intervalle, on sait que f est
strictement monotone.
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ii)

iii)

ii)

iii)

iv)

vi)

Par labsurde, si f avait un point fixe 2o alors f(f(xo)) = x¢ et donc exp(zg) = xg.
Lemme : exp n’a pas de point fixe sur R.

Avec le lemme, on a une contradiction, donc f n’a pas de point fixe.

Rester a prouver le lemme : Or par convexité de I'exp. et comparaison avec sa tangente
en 0, on sait que pour tout = € R, exp(z) > 1 + .

En particulier exp(z) > x ce qui prouve le lemme. O
Suivant 'indication soit ¢ : z+~ f(z) - x.

Par le i.) on sait que f est strictement monotone. Il suffit donc de montrer que f n’est
pas décroissante.

Par Uabsurde, si f était strictement décroissante.

Comme f est décroissante, pour tout = <0, f(z) > f(0) entraine p(z) > f(0) —z et donc
p(x) — +oo.

€Tr—>—00

De méme pour z > 0, f(z) < f(0), donc f(z) -z < f(0) -z, donc p(x) —> —oo.
T—>+00

En particulier ¢ prend des valeurs positives au voisinage de —oo et négatives au voisinage
de +o0, donc par continuité et T.V.I., ¢ s’annule, donc f a un point fixe contradiction
avec le résultat du ii).
Le théoréme de la limite monotone s’applique immédiatement a f strictement croissante
sur R, il donne que f admet une limite [ en —oo, et une limite L en +oo, toutes les deux
dans R a priori.
Pour conclure a 1’égalité de I’énoncé, on applique le théoreme de la bijection : f est
continue, strictement monotone et a les limites qu’on a dites, cela donne f(R) =]I, L.

Par l’absurde si f est majorée par un M, alors comme f est croissante, on peut appliquer
f alinégalité : Ve e R, f(z) < M ce qui donne : Vz e R, f(f(z)) < f(M)=M"€eR et
donc exp = f o f serait majorée par un M’ € R, contradiction.

Comme f n’est pas majorée L = +oo.

On va montrer que f est minorée encore par l’absurde. Si f(x) —> —oo alors f(R)=R
et donc f(f(R)) = f(R) =R et exp serait surjective de R dans R, contradiction.

Soit a = f(0). Par l'absurde si a <0 alors f(0) <0 donnerait en appliquant f croissante
que f(f(0)) < f(0) autrement dit exp(0) < a i.e. 1 < a contradiction.

De méme si a > 1, on aurait f(0) > 1 = f(f(0)) > f(1) = exp(0) =1 > f(1). Alors
f(0) 212> f(1) donne une contradiction avec la stricte croissance de f.

Par continuité et monotonie de f, f([0,a]) = [f(0), f(a)] = [a, f(a)]. I suffit donc de
montrer que f(a)=1. Or f(a) = f(f(0)) =exp(0) =1 d’out la conclusion.

Par Pabsurde si l > 0, alors f(R) =], +oo[ et f(f(R)) = f(]I,+o0[) =]f (1), +oo[ (toujours
par continuité et stricte croissance de f).

Mais I >0 = f(I) > f(0) = a donc exp(R) serait inclus strictement dans ]a,+oo[ lui
-méme inclus strictement dans R** contradiction.



