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Simulation DS N°4
Fonction Réelles & Usuelles
Equations Différentielles

Exercice 1 %% Calcul de {(2)

T T

2 2
Pourn € N, on pose I, = / cos(t)" dtet], = / t2 cos(t)" dt.
0 0

1. Calculer Iy, Jo, Iy, 1.

2. Montrer que I,, > 0 pour tout n € N,

n+1
3. Montrer que [, = n—:ll-ZI” pour tout n € N.

4. a. Montrer que pour t € [0, %] 0<t< gsin(t).

2
b. En déduire que 0 <J,, < %(In — I,,42) pour tout n € N.

. 7 7 J
¢. Montrer que la suite de terme général I—" converge vers 0.
n

1
5. a. Montrer que I,,,, = E(n +2)((n+1)J,, — (n+ 2)J,.4,) pour tout n € N.

J_n_Jn+2 _

b. En déduire que =
Li Ly (n+2)

> pour tout n € N.

n
1 . " v
6. Pour n € N*, on pose S,, = Z 28 Montrer que la suite de terme général S, converge vers rx
k=1
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Exercice 2 %%

Soient I =]0, +oo] et
EB):A—-ebHy +y=et.

t

1. Enremarquant que Vt € R, 1 — e~ ! = e~!(e! — 1), résoudre I’équation homogene (Eg) sur 1.

2. Résoudre (E) sur 1.
3. On cherche a prouver que (E) admet une unique solution sur 1 admettant une limite finie en 0%,

a. Etablir que pourtout x €I, x < e* —1 < xe*.

b. En déduire qu’il existe une unique solution de (E) sur I, notée f, admettant en 0% une limite
finie €. On précisera la valeur de €.

4. Etude de f sur 1. On prolonge désormais f en 0 en posant f(0) = €. Puisque tlir(l)qr ft)=¢ = f(0),
la fonction f ainsi prolongée est définie et continue sur R .
a. Etudier les variations de f sur I. On précisera la limite de f en +oo.
b. Etablir que pour tout x € R,
2 2

X X
1+x+73ex§1+x+?ex.

1
¢. En déduire que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —5

d. Tracer le graphe de f sur R,.

Exercice 3 %% Equation fonctionnelle

On note & I’ensemble des fonctions f continues sur R a valeurs dans R telles que
V(x,y) € R?, f(xy) = xf(y) +yf(x)
1. Soit f € &.

a. Déterminer les valeurs de f(0), f(1) et f(—1).

b. Démontrer que la fonction f est impaire.
2. On suppose que f est dérivable sur R7 .

a. Montrer que f est solution sur R} de I’équation différentielle xy’ —y = kx ou k = f'(1).

b. En déduire f(x) en fonction de k pour tout x € R.
3. On note ¢ I'unique élément de &€ dérivable sur R vérifiant ¢’'(1) = 1.

a. ¢ est-elle dérivable en 0?

b. Déterminer les variations et les limites de ¢ en +oo et —oo puis tracer son graphe.
4. On considere f € & que I’on suppose seulement continue sur R. On note alors F 1’unique primitive
de f s’annulant en 0.
2 2 xy*
a. Montrer que pour tout (x,y) € R*, F(xy) = x*F(y) + - f(x).

b. En déduire que f est dérivable sur R.

¢. Déterminer I’ensemble &.
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Exercice 4 %%

Soit g : R — R continue. Pour x € R, on pose
X
f(x)= f sh(x — t)g(t) dt
0

1. Soit (a, b) € R%. Montrer les relations suivantes

sh(a — b) = sh(a) ch(b) — ch(a) sh(b)
ch(a — b) = ch(a) ch(b) — sh(a) sh(b)

2. Montrer que f est de classe ! sur R et que pour tout x € R,
X
£ = [ ente - gty a
0

3. Montrer que f est de classe G2 et que f est solution de 1’équation différentielle y” —y = g.

4. En déduire toutes les solutions de 1’équation différentielle y" —y = g.


http://lgarcin.github.io

ELBILIASLY X

Prépas MPS| Problemes Corrigés Prof. Mamouni

[ht{:p ://elbilia.sup} 2020-2021 [http ://myismail.net}

Solution 1

V4

Corrigé

1. On a facilement I = g, Jo =

3
:—4, I; = 1. Pour le calcul de J;, on integre deux fois par parties :

T

T 2
[?sin¢]? —2] tsint dt
0

J1

T
= 2
+ 2 [tcost]d —Zf cost dt
0

‘hl;‘w .[;l?—lw

2. Soit n € N. La fonction cos” est continue, positive et non constamment nulle sur [0, g] donc son intégrale sur ce

segment est stritement positive i.e. I, > 0.

3. Soit n € N. On procede a nouveau a une intégration par parties :

4.

T

T 2
Inio = [sintcos’”’1 t]g +((n+ 1)/ sin® tcos™ t dt
0

T

2
=(n+1)f (1 —cos®t)cos™ t dt
0

= (n+ 1)1, —Ins2)

On en déduit 1’égalité demandée.

a. Il estévidentque t > O pour t € [0, g]

Pour établir I’ autre inégalité, il suffit d’utiliser la concavité de la fonction sin sur [0, g] En effet, sur I’intervalle
[0, g] le graphe de cette fonction est au-dessus de la corde reliant les points d’abscisse O et g Ainsi pour tout
te [0, g], sint > % et on en déduit bien la seconde inégalité demandée.

Pour les nouvelles générations qui ignoreront tout de la convexité, on introduit la fonction f : t Zsint—t.
f est deux fois dérivable sur [0, g] et f"(t) = —g sin t pour tout t € [0, g] Ainsi f” est négative sur [0, g] et

ne s’annule qu’en 0 ce qui prouve la stricte décroissance de f'. On a f'(0) = g —1>0etf’ (g) =-1<0.
f’ étant également continue, le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires montre que f’ s’annule en
un unique réel o sur [0, g] La décroissance de f’ montre que f’ est positive sur [0, a] et négative sur [oc, g]

Ainsi f est croissante sur [0, o] et décroissante sur [0, g] Puisque f(0) = f(g) =0, f est positive sur [0, g]

. Soit n € N. On a donc par croissance de I’intégrale

T
2

o, n? (2
—sin“tcos"t dt = — (1 —cos?t)cos™ t dt = —(I,, — I,,42)
4 4 o 4

SIE]

OSJnSf
0

. Soit n € N. Puisque I,, > 0

0<Jn<7f_2<1_1n+2>
- 4 1,

n+1 In

N . I JIURY
Or d’apres la question 3, 'I‘—“ = — 1. Par le théoréme des gendarmes, (I

) converge vers 0.
n n+2 potoo

n
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5. a. On procede encore une fois a des intégrations par parties :

us
T 2
Lyp = [tcost? t]g +(n+ Z)f tsintcos" 1t dt
0

!

2
5 (cos"*2t —(n+1) sin? t cos” t) dt

T
t2 2
=(n+2) [E sin t cos"*! t] — (n+2)/
0 0
T

1 2
= _E(n + 2)[ t? (COS”+2 t—(n+1)(1 —cos? t) cos” t) dt
0

= —%(n + 2)/‘2 > ((n+2)cos"* 2t — (n+1)cos" t) dt
0

1
=5(n JDZ) (n+1)Jy = (n+2)Jps2)
b. En utilisant la question 3

J_n _ Jn+2 _ (I’l + l)Jn Jn+2 _ (l’l + 1)Jn - (I’l + 2)Jn+2

In IrL+2 B (l’l + 2)In+2 In+2 B (I’l + 2)In+2

Mais d’apres la question précédente,

21n+2

m+1DJ,—(n+2)J,,, = P

donc

—
S
—

n+2 2

In In+2 B (}’l + 2)2

6. Soit un entier n > 2.

1
Sp=1+ -
K
n-2
1
=1+
kz::O (k+2)?
-2
1S 7
=1+4= ko kt2 d’apres la question précédente
22k Tksa

JO Il IVl—l In) )
=ty vy 7o T, les
D i 2 <Io * Lo oI . par telescopage

. . s 1(Jo I . c
En utilishht la question 4.c, on en déduit que (S,,) converge vers 3 (1_0 + I—1> + 1. En utilisant les résultats de la
0 1
question 1,on a :

3 2 5
1(Jo Jl) 122 | 4
(2 M) 1= 22 |
2<10+11+ 2l =1 |*
2
1(n* m? 2
=z (Z+Z 2)+1=L
2<12+4 )+ 6

. . s
Ainsi (S,,) converge vers -

Solution 2

1. Puisque surI, 1 —e~f = e~!(e! — 1) # 0, I’équation homogene (Ey) est équivalente 2

et

E):y + 1y=0.

el
t
Commee! —1>0surl,ona f te—ldt = In(Je! — 1]) = In(e! — 1), les solutions de (Eg) sur I sont les fonctions de
o
la forme,

A
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2. Appliquons Ia méthode de Ia variation de la constante. D apres ce qui précede, les solutions de (E) sur I sont Ies

. A P L. L.
fonctions de la forme t € I — Q avec A définie et dérivable sur I et vérifiant

N et

Vtel, = = ,
€ et —1 l1—et et—1

ieVtel, A(t)=1,cequiéquivautaVvt € I, A(t) =t + C, ot C € R. Les solutions sont donc les fonctions de la
forme,

t+C
tel— + ouC € R.

ot —
3. Recherche d’une solution admettant une limite finie en 0%.

a. Posons ¢p(x) = e* — 1 — x pour x € R. Pour tout x € R, ¢'(x) = e* — 1. Ainsi ¢’ est positive sur R et ¢ est
donc croissante sur R_.. Notamment, pour tout x € R, $(x) > ¢(0) = 0. Ainsi e* — 1 > x pour tout x € L.

Posons P(x) = e* — 1 — xe* pour x € R. Pour tout x € R, P'(x) = —xe*. Ainsi {’ est négative sur R et P
est donc décroissante sur R, . Notamment, pour tout x € R, P(x) < P(0) = 0. Ainsi e* — 1 > xe* pour tout
x el

b. D’apres I'inégalité obtenue ci-dessus,

X
Vx>0, e*< ——
Sx-71%

Puisque lim+ e~* =1, on obtient en appliquant le théoréme des gendarmes,
x—0

1m =
x—0+ eX —1

Comme les solutions de (E) sont de la forme

x C
I t) = + ouC eR,
fe Jel = =+
. . . . C < . .
fc admet une limite finie en 07 si et seulement si x — S en admet également une. Puisque 11m+ a1 +00,
er= x—0 —
la seule solution admettant une limite finie en 0% est la fonction f = fy : t € I —> - et sa limite en 0%
ef—

vaut € = 1.
4. a. Lafonction f est dérivable sur I en tant que quotient de fonctions dérivables sur I et sur cet intervalle,

e* —1— xe*

e =S

D’apres la question 3.a, f'(x) < 0 sur L. La fonction est donc décroissante sur cet intervalle. D’apres les
croissances comparées, f tend vers 0 en +o0o0. Comme f(0) = ¢ = 1, la fonction f décroit de 1 2 0 sur I. |3__|
2
b. Posons x(x) = e*—1—x — x? pour x € R. Pour tout x € R, x'(x) = ¢* — 1 — x. D’apreés la question 3:a,
X' est positive sur R et x est donc croissante sur R_. Notamment, pour tout x € R, x(x) > x(0) = 0. Ainsi
2
eX>1+x+ x? pour tout x € R,..
2 2
Posons §= eX—1-—x-— x?ex pour x € R. Pour tout x € R, &'(x) = e* — 1 — xe* — x?ex. D’apres la
question 3.a, e* — 1 — xe* < 0 pour tout x € R, et a fortiori, §'(x) < 0 pour tout x € R, . & est positive sur

2
R, et&est donc décroissante sur R, . Notamment, pour tout x € R, §(x) < §(0) = 0. Ainsie® < 1+x+ x?ex
pour tout x € R,..

[]

c. D’apres la question 4.b, pour tout x > 0,

x
— 5 <f)<
x+7ex X+ —

d’ou, comme f(0) =1,
—x%e*/2 —x%/2
T < f) - f0) < 22

X+ —ex X+ =
2 2
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Solution 3

d.

puis comme x > 0,
p— X — —
e x/z < f(x) = f(0) < 1/2 .
1+ Zex x—=0 142
2 2

Puisque
lim e* =1, lim(1+ x/2)= lim (1 + xe*/2) =1,
x—-0+ x—0+ x—0+
. . 1 s
les deux membres encadrant la valeur du taux d’accroissement de f en 0 au point x tendent vers — 5 On déduit
(o , . . 1
du théoréme des gendarmes que ce taux d’accroissement tend également vers -3 lorsque x tend vers 0% et
‘o 1
donc que f est dérivable en 0 avec f'(0) = —5

Le tracé découle de 1’étude précédente.

1.

a.

b.

. Laquestion précédente montre que ¢(x) = { xIn(—x) si x < 0.En particulier, pour toutx € R%,

En choisissant x = y = 0 dans la relation de 1’énoncé, on obtient f(0) = 0. En choisissant x = y = 1, on
obtient f(1) = 0. Enfin, en choisissant x = y = —1, on obtient f(—1) = 0.

On se donne x € R. En choisissant y = —1, on obtient f(—x) = —f(x) puisque f(—1) = 0. f est donc bien
impaire.

. On dérive la relation de 1’énoncé par rapporta y :

V(x,p) € (RL)?, xf'(xy) = xf'(y) + f(x)
On fixe alors y = 1 de sorte que
Vx € RY, xf'(x) - f(x) = xf'(1)

Ainsi f est solution sur R?}. de I’équation différentielle xy’ — y = kx avec k = f'(1).

. Les solutions sur R’ de I’équation homogeéne sont les fonctions x — Ax avec A € R. Par variation de la

constante, on trouve que X — kx In(x) est solution particuliére. Les solutions sur R?}. de 1’équation avec second
membre sont donc les fonctions x = Ax + kx In(x).

Il existe donc A € R tel que f(x) = Ax+kx In(x) pour tout x € R’ . Or on sait que f(1) = 0, ce qui impose A =
0. On en déduit que f(x) = kxIn(x) pour tout x € R} . Comme f est impaire, f(x) = —f(—x) = kxIn(—x)
pour tout x € R*. Enfin, f est continue en 0 donc f(0) = lim,_, o+ kx In(x) = 0 par croissances comparées.

xIn(x) six>0
f)-f0) _
x—-0
0 six=0
In x. Ainsi lim,._, o+ % = —o0, ce qui prouve que f n’est pas dérivable en 0.
SX)-f) _

N —00. On peut en déduire que la courbe de f admet

REMARQUE. On prouve de méme que lim,._, -
une tangente verticale en son point d’abscisse 0.

. On se contente d’étudier f sur R’ puisque f est impaire. On trouve que f'(x) = In(x) + 1 pour tout x € R.

Ainsi f est strictement décroissante sur ]0, 1/e] et strictement croissante sur [1/e, +oo[. Par opérations sur les
limites, lim, o, f = +o0.

Puisque f est impaire, f est strictement croissante sur [—1/e, O[ et strictement décroissante sur | — oo, 1/e] et
lim_g, f = —c0.
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4. a. Rappelons que pour tout x € R, F(x) = fox f@) de.
On fixe alors x € R. Pour tout t € R,

Vt e R, f(xt)=xf(t)+tf(x)

On se donne maintenant y € R et on integre la relation précédente entre O et y. Ainsi
y 2
/ f(xt) dt = xF(y) + ?f(x)
0
On multiplie cette relation par x :
y 2
X
f xf(xt) dt = x*F(y) + %f(x)
0
En effectuant le changement de variable u = xt dans la premiere intégrale, on obtient

2
F(xy) = x2F(y) + 2-f(x)

b. En choisissant y = 1 dans le relation précédente, on a pour tout x € R%,

£ = 2 (F) = ¥F()

Or F est dérivable sur R en tant que primitive. Par opérations, f est donc elle-méme dérivable sur R
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c. D’aprés la question 2, il existe k € R tel que f(x) = kx1In |x| pour x # 0 et f(0) = 0.
Réciproquement, on vérifie aisément qu’une telle fonction est continue sur R (seule la continuité en 0 pose
éventuellement probléme mais lim,_,, X In |x| = 0). On vérifie également que

V(x,y) € R%, f(xy) = xf(y) + yf(x)

quitte a distinguer les casou x =0ouy = 0.

On a donc démontré que € = vect(g).

Solution 4

el—e @ ebped  papea gb_ b

sh(a) ch(b) — ch(a) sh(b)

2 2 2 2
B ea+b _ eb—a + ea—b _ e—a—b ea+b _ ea—b + eb—a _ e—a—b
h 4 4
ea—b _ eb—a
=———=sh(a-»b
: sh(a — b)
e +e @ ePped et _pma gb_ b
ch(a) ch(b) — sh(a) sh(b) = S 5
B ea+b + eb—a + ea—b + e—a—b ea+b _ ea—b _ eb—a + e—a—b
- 4 4
ea—b eb—a
= + = ch(a—b)

2. ATaide de la question précédente et de la linéarité de I’intégrale, on a pour tout x € R :

f(x) = sh(x) / ’ ch(t)g(t) dt — ch(x) / ’ sh(t)g(t) dt
0 0

X X
Les applications x f ch(t)g(t) dt et x — / sh(t)g(t) dt sont de classe C! comme primitives de fonctions
0 0

continues. Comme sh et ch sont également de classe €', on en déduit que f est de classe C! et que pour tout x € R :
P X
f'(x) = ch(x) / ch(t)g(t) dt + sh(x) ch(x)g(x) — sh(x) f sh()g(t) dt — ch(x) sh(x)g(x)
0 0
X X
= f (ch(x) ch(t) — sh(x) sh(t)) g(t) dt = f ch(x —t)g(¢) dt
0 0
3. On a montré a la question précédente que pour tout x € R :
P P
f(x) =ch(x) f ch(t)g(t) dt — sh(x) f sh(t)g(t) dt
0 0

On démontre comme 2 la premiére question que f’ est de classe C! i.e. que f est de classe C2. De plus, pour tout
x€eR:

f"(x) = sh(x) f ) ch(t)g(t) dt + ch?(x)g(x) — ch(x) / ) sh(t)g(t) dt — sh?(x)g(x)
0 0
= / (sh(x) ch(t) — ch(x) sh(t)) g(t) dt + (ch?(x) — sh*(x))g(x)
0
= f(x) +8(x)
Ceci prouve que f est bien solution de 1’équation différentielle y” —y = g.

4. Les solutions de 1’équation homogeéne y” + y = 0 sont les fonctions x + Ach(x) + wsh(x) avec (A, u) € R2.
Comme f est une solution particuliere de y” — y = g, on en déduit que les solutions de y”" —y = g sont x
f(x) + Ach(x) + wsh(x) avec (A, u) € R2.
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