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DEVOIR SURVEILLE N°04

Fonction Réelles & Usuelles
Equations Différentielles

Lundi 18 Janvier 2021
Durée : 4 heures

» La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1I’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e ] es calculatrices sont interdites.

Exercice 1

Soit h la fonction définie par

h(x) = arctan( 1 ) arctan( i ) + arctan (x — 1)
B 2x2 x+1 x

1. Déterminer le domaine de définition de h.
2. Justifier que h est dérivable sur son ensemble de définition et calculer sa dérivée.

3. En déduire la valeur de h(x) en fonction de la valeur de x.

pour n € N*,

n
4. Onpose S, = kz::l arctan (%kz)

[V

n
. Justifier que S,, = arctan (n ) pour tout n € N*.

+1
b. En déduire la limite de la suite (S,,).

b 1
¢. Démontrer que arctan(x) = 5~ arctan (;) pour tout x € R} .

n

. Onpose T, = Z arctan(2k?). Déterminer les limites des suites (T,,) et (T, /n).
k=1

[=7
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Exercice 2

1. (a) Enoncer le théoréme de changement de variable.
dt

Vi — 2

On effectuera le changement de variable défini par u = \/t.

(b) Etant donné x €]0; 1], calculer Iintégrale /
1
i

1
Vavl—w

(c) En déduire 'ensemble des primitives de la fonction f définie sur |0, 1[ par f(x) =

2. (a) Déterminer une primitive de la fonction g définie sur R par g(x) = e
T

(b) Etant donné x > 0, calculer I'intégrale 1——|—t dt.
On effectuera le changement de variable deﬁm par u = /1.

3. Enoncer le théoréme d’intégration par partie.

4. Etant donné z > 0, calculer l'intégrale / arctan (\/E) dt.
1

On effectuera une intégration par parties.

5. Résoudre I'équation différentielle (E) : y' — g _

1
2t 11—t

sur ]0, 1].
Probleme 1

1— 22
Soit f la fonction défini = :
oit f la fonction définie par f(x) = arccos (1 + x2)

Questions préliminaires : quelques résultats utiles pour la suite
1. Donner les valeurs de arctan(0), arctan(1), arctan(y/3), arctan(—+/3), arctan (\%), arccos (1),

arccos (—%) et, arcsin ( \/73)

™ z[ 1 — tan? 1 — tan*(6)
2'2 " T+ tan?(0)
3. (a) Pour tout a € |-, 0[, simplifier arccos(cos(«)).

2. Montrer que, pour tout 0 € } — = cos(20).

(b) Simplifier ’expression arccos(cos(26)) dans les cas suivants :
i.0e]-%,0[; i. 010,53

Premiére partie : bréve étude de f

1. Déterminer le domaine de définition D de f ainsi que son domaine de dérivabilité D’.
. Etudier la parité de f.
2z
|z](1 4 22)
. Déterminer, si elle existe, la limite de f en +oo.
Que peut-on en déduire concernant la représentation graphique de f 7

2
3. Montrer que, pour tout x € D', f'(x) =
4

Seconde partie : explicitation(s) de f(x)
1. Déduire de la dérivée de f une expression simple de f sur D.
2. Dans la question suivante, on cherche a redémontrer le résultat précédent, en employant une autre
démarche.
(a) Simplifier, pour tout 6 € ]—g, z [, f(tan(0)). (On pensera a utiliser les questions prélimi-
naires)
(b) Utiliser le résultat de la question 2.(a) pour retrouver, pour tout x € D, les simplifications
de l’expression de f(x) vues en 1.
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Probleme 2

Partie I - Etude d’une fonction
1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = xsh (;)

1. Etudier la parité de f.

2. a. Donner un équivalent de la fonction sh en 0 et en déduire les limites de f en +oco et —oo.

b. Déterminer la limite de f en 0.

3. Justifier que f est dérivable sur R* et que pour tout x € R*,

ro=(n(2)-2)a(}

4. Montrer que pour tout X € R, th(X) < X.

5. En déduire le tableau de variations de f.

hX
6. Donner le développement limité a ’ordre 4 en 0 de la fonction X — ST

7. En déduire qu’au voisinage de +oo et —oo, f admet un développement asymptotique de la forme

a, a, Qaz  Qu ( 1 )
X)=a+—+—=+—=+—+0(=
F&) 0T % Tx2 " x3 7" x4 x4
ol ay, ai, a,, as, a4 sont cinq réels que I’on précisera.
. . 1 . . . .
8. Montrer que la fonctiong: x € R* — f 3) ¢ prolonge sur R en une fonction continue notée G, puis
prouver que G est dérivable sur R.

Partie IT — Une équation différentielle
On considére 1’équation différentielle (E) suivante que 1’on va résoudre sur différents intervalles.
(E): xy'+y=chx

9. Résoudre (E) sur RY.

10. Donner sans justification les solutions de (E) sur R*.
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11. Justifier que la fonction G définie a la question L.8 est I’'unique fonction dérivable sur R qui soit solution
de (E) sur R.

Partie I1I — Une fonction définie par une intégrale
P
Pour x € R*, on pose J(x) = f f(@) dt.
2

12. Déterminer la parité de J.
13. Montrer que pour tout x € R, sh2x = 2shxchx.

14. Justifier que J est dérivable sur R% et que pour tout x € R,
1 1
J(x)= 1—=ch —)
()= fo (1= b

15. En déduire le signe de J' sur R% . On exprimera le (ou les) zéro(s) de J' a I’aide de la fonction In.

3
16. a. Montrer que pour tout t € R, sht >t + &

b. En déduire que

X 1
v R*, J(x) > =+ —
x e RY (x)_2+6x

puis les limites de J en 0% et en +oo.

17. Donner le tableau de variations de J sur R.

shx —

X
———— pour x € R*.

18. On pose h(x) = e

a. Montrer que h est prolongeable par continuité en 0. On note encore h son prolongement.

b. Montrer que pour tout x € R%,
2

I(x) - g - [ h(u) du

¢. Montrer ) .
X
Jx) = =+—=+o0 (—)
( ) X—>+00 2 6x X
19. Montrer que la courbe de J admet en +o0 et en —oo une asymptq ique dont on précisera une équation.
On donnera également la position de la courbe de J par rapport a cette asymptote.

20. Tracer I’allure de la courbe représentative de J sur R.
On fera notamment figurer I’asymptote déterminée a la question IIL.19 ainsi que les tangentes horizontales
éventuelles.

1
~0,76et] (—) ~ 0,65 1072 pres.

In (2 + \/E)

On donne pour le tracé
In (2 + \/E)
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Probleme 3

1) Ce qu’il faut savoir comme du cours...

/2
a) Calculer f cos” (x)dx pour n=0,1,2,3.
0

b) On pose pour tout n e N*, W, = fo cos™(x)d

Montrer que W, = ]OW/Q sin” (z)dzx.

Exprimer f_ll (2% - 1)"dx en fonction d’un certain W,, & préciser.
¢) Trouver, pour tout n € N, une relation entre W,, et W, ,o.
d) Déterminer la valeur, pour tout n € N, de nW,,W,,_;.

e) Déduire du ¢) une expression explicite (un peu impressionnante la premieére fois) de Wa,, et
de Was,,+1 pour tout n € N.

f) Montrer que pour tout n € N, W,, > W,,,1. En déduire, en utilisant la relation du d), la limite
de W,, et mieux, un équivalent de W,, quand n — +oo.

2) Application de (W,,) a (*)

a) Un équivalent : déduire du 1) un équivalent de ( ) quand n — +oo.

b) En encadrement pour tout n € N* : déduire des propriétés du 1) :

LS(QTL)S 4".

Indication — On pourra counsidérer le quotient Wa,, /[Way,41.

3) Application des (W) & la somme ) 1/k* :
k=1

Le but de cette est de donner une démonstration du fait que :

n 1 2
( Z k— — % (Euler 1734)
N.B. Une autre facon de résoudre ce probleme est donnée dans le D.M. 7 de l’an dernier.

/2 —
Dans ce probléme, on notera pour tout n € N, V,, = [ t2 cos®™ (t)dt et ici W,, = Wa, =
0

/2
f cos®™ (t)dt.
0

a) 1) Montrer que YVt € [0, g], t< gsin(t).

7T2

ii) En déduire que VneN, 0<V, < Z(VVn - Whi1)-

b) En déduire que i — 0
n—+oo
n

¢) A l'aide d’intégrations par parties, obtenir une relation de la forme :
Vne N, W, =anVi1 +bn Vi,

ou l'on explicitera a,, et b,.
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Vi v, 1
d) Déduire des relations précédentes que Vn e N*, — 1= -
Wn—l Wn 2n

e) Démontrer alors le théoréme d’Euler annoncé en introduction.

+00
4 Application de (W,) au calcul de I'intégrale de la gaussienne f e dt
0

N
a) A laide d’une majoration, justifier que G(z) = / e dt admet une limite finie quand
0

+00
r — +oo. Dans la suite, on notera cette limite f e dt.
0
) . t? 2 2 _
b) Démontrer que Vn e N*. Vte[0,/n], (1-—)"<e™ <(1+—)™",
n n

¢) Soit n e N*.
- v oot : : - :
i) Soit A, = [ (1 - —)"dt. Exprimer A,, en fonction d’une certain intégrale de Wallis
0 n

Won.
vn 2
ii) Soit By, = f (1+ —)7"dt. Montrer que By, < /nWay,_a.
0 n

Indication — On pourra faire un changement de variable dans l'intégrale B,,.

d) On rappelle I'équivalent de Wallis : W,, ~ \/21. Déduire de tout ceci la valeur de
n

n—>+0o

+oo .
Iintégrale de Gauss f et dt.
0

T cooD LOLCK.
& GOO?TOL;%L;OUQ

EXAME

DO THE BEST
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DEVOIR SURVEILLE N°04 : CORRIGE

Exercice 1

1. Puisque arctan est définie sur R, h est définie sur R \ {1, 0}.

2. Les fonctions x +— i X ; etx — x— sont dérivables sur R \ {—1, 0} & valeurs dans R et arctan est dérivable
sur R. Il s’ensuit que h est également derlvable sur R\ {—1, 0} et que pour tout x € R\ {—1, 0},

A B S S S N
- 3 1\ (x+1) x \2 X2 x—1\2
1+(53) 1+(5) 1+ ()
_4x 1 . 1
To4xt+ 1l (x+12+x2 0 X2+ (x—1)2

4x 1 1
a1 o tax+l @ —ax+1
& +(2x2+2x+1)—(2x2—2x+1)
4x4 +1 (2x2 +1)2 — (2x)?

_ 4x + 4x _
4x4+1  4x4+1

3. La question montre que & est constante sur chacun des intervalles | — oo, —1[, ] — 1, 0[ et ]0, +oo].
Puisque h(1) = arctan(1/2) — arctan(1/2) + arctan(0) = 0, h est constante égale a 0 sur ]0, +oo].
Puisque lim_,, i = arctan(0) — arctan(1) + arctan(1), & est constante égale 4 0 sur | — co, —1].
Enfin, puisque limy- h = lim ., arctan — arctan(0) + lim_ ,, arctan = 7, h est constante égale a w sur | — 1,0].

4. a. Soitn € N*,

n
= Z arctan( k ) — arctan < k ; 1) car h est nulle sur R
n

+
) — arctan(0) par télescopage

b. Puisque lim,,_, ; % =1, lim,_, . S, = arctan(l) = -
n

¢. Vu en cours.

d. Pour tout n € N*,

arctan(2k?)

=
I
NE

=~
1]
—

— arctan ( d’apres la question précédente

%)

[
el
NTE]

|
9]
S

. . nm . T . z .
Puisque lim,,_, , o, 5 = +ooetlim, oS, = > lim,,_, , , T}, = 400 par opérations.

T s S . T bid .
Enfin, £ = — — =2 donc lim,,_, , ., - = — par opérations.
2 n—+oo 2
n n n
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Exercice 1
1. (a) cf cours
(b) Comme z €]0; 1], Vintervalle [§,2] (ou [z, 1]) est entiérement contenu dans |0, 1[. Par conséquent,

la fonction t - /t est de classe ! sur [z, 1] (ou [3,2]), et le changement de variable défini par
u=+/t «donne» dt = 2udu, et donc :

/w dt /f wds 2
= = U
Lyt 1 v1-u?

= 2[Arcsin(u)]

=
[l
DO
—
=
—
()
A,
=
—
=
S——
|
=
—
()
.
=
—

)

1
)
= 2Arcsin (\/E) —

X

(c) fétant continue sur |0, 1], d’apres le théoréme fondamental de 'analyse, la fonction z - / f(t)dt
1
i

C o A . T C 1
est une primitive de f : ¢’est méme I'unique primitive de f qui s’annule en ;.

Par conséquent, d’aprés les calculs effectués dans la question précédente, &+ 2Arcsin (/1) —
est une primitive de f. Plus « simplement », z +— 2Arcsin (1/z) est une primitive de f

T
3

On en déduit que I'ensemble des primitives de f sur |0, +00f est :

| g

P 4+1-1 1

S P

41 22 +1
Par conséquent, © — x — Arctan(z) est une primitive de g sur R.

2. (a) Remarquons tout d’abord que, pour tout z € R, g(z) =

(b) Comme en 1.(a), le changement de variable (correctement défini) proposé permet d'écrire :

du=2[u- Alrctan(?vt)]}/5 =2 (ﬁ — Arctan (Vz) - 1+ W) .

/Mﬁdt_ ot At [V

= —X— =
R AV R R TR
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3. cf cours

4. Considérons les deux fonctions u et v introduites ci-dessous, toutes deux de classe C! sur [1, 2] (ou
[z, 1]) :
u(t) = Arctan (vt) /(t) = 2
V(t) =1 o(t) =t

Par une intégration par parties, on obtient alors :

/1 ' Arctan <ﬁ) dt = {tArctan - = / T4t dt
= (:rArctan (\/5) - Z) (f — Arctan (Vz) — 1+ %)

d’apres la réponse a la question 2.(b)

= (z+ 1)Arctan (V) — vz +1 —g

5. - Résolution de I’équation homogéne associée (Eg) y — % 0
Puisque t — — ( ) est une primitive de ¢ — — 5; sur ]0, 1], les solutions de (Ep) sont les fonctions

(t) .
de la forme t — )\e +75 ,ou A € R. Par les proprletes de In, Pensemble des solutions de (Ep) peut

s’écrire : o.1[
0,1f, — R .
U2 ] e

- Détermination d’une solution particuliére de (E)

On applique la méthode de variation de la constante : considérons une fonction A :)0,1[— R
dérivable, et posons f : t — A(t)V/t.
Cette fonction f est dérivable, et elle est solution de (E) si et seulement si, pour tout ¢ > 0 :

s MDY AOVE 1
(Mt)\/ﬂmﬁ)_ o6 JI—t

Ainsi, f est solution de (F) si et seulement si, pour tout ¢ > 0, () =

=3

D’aprés le résultat des calculs de la premiére question préliminaire, on voit qu’il suffit de poser,
pour tout t > 0, A(t) = 2Arcsin (\/f) pour que cette condition soit vérifiée.

Ainsi, la fonction ¢t — 2Arcsin (ﬁ) V't est une solution de (E).
Par conséquent, ’ensemble des solutions de (F) est :

U™ 2 Bt aseia (v ) 2%
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Probleme 1

Questions préliminaires : quelques résultats utiles pour la suite

, Arctan(v/3) = %, Arctan(— V3) = —%, Arctan <7> z
)z%etArc& ( ): z.
(
(

1. Arctan(0) =0, Arctan(1l) =

Arccos (%) = 3§, Arccos (—

“"‘% Mﬁ

7w 1—tan?(f) 1 — tan? (9) cos?(f) _ cos?(6) — sin®(0)
2. Pour tout 0 € |——, = = = 20).
our tout 0. } 272 [’ 1+tan?(f) 1+ tan?(0) cosQ(H)  cos2(f) + sin?() cos(29)
(c’est une formule du cours)
3. (a) Pour tout a € |—m,0[, Arccos(cos(c)) = Arccos(cos(—a)) = —a car —a € ]0, 7.
(b) En posant o = 26, on obtient :
i. Arccos(cos(260)) = —20si § € |—5,0(; ii. Arccos(cos(26)) =20 si 6 €]0,5[[;

Premiére partie : bréve étude de f

1. Comme z +— 1+2% > 0 alors x 1:”; est définie sur R. De plus, x +— Arccos(z) est définie sur [—1; 1]

}+ —1—x2<1—x2<1—|—x (car 1+ 22 > 0) & —2 < 0 < 222. Donc
$

finalement, D = R. Par théoréme opératoire, x .—> 1 e - est dérivable sur R. De plus, z — Arccos(z)

donc on résout —1 <

est dérivable sur | — 1;1[ donc on résout —1 < 1+m2 <14 —2 <0< 222 Donc finalement, D' = R*.
2. - L’ensemble D déterminé dans la question précédente est symétrique par rapport a 0.
- Pour tout z € D : f(—x) = Arccos <%> = Arccos (i—i;) = f(x).
f est donc paire.
3. Par théoréme opératoire, pour tout x € R* :
—2z(1 + z?) — 2z(1 — 2? -1 4 14 a?
fle) - x( —1—3:)2:5( :c)x _ $22>< (1+2°)
(1+2?) e2\2 42?0 1+ 22?2 — (1—22)?
- (i52)
_ 4z o r 2z
(1 +22) T Va2 2|14 2?)
1— g2 - + . . (lfa:2) _ 1) =
4. zEI—il—loo ez = :EEIEOO 71 1. Donc mEI—iI-loo Arccos ( 1757 ) = Arccos(—1) = 7. Donc f adment une

asymptote horizontale d’ équation y = m en +o0.

Seconde partie : explicitation(s) de f(z)

1. On remarque que, pour tout z > 0, f/'(z) = (2Arctan)’(z) et pour tout x < 0, f'(z) = (—2Arctan)'(z).
Ve <0, f(x)=—2Arctan(z)+ Cy

. . . . 2 .
Ainsi, il existe (C,C2) € R* : { Yz >0, f(z)=2Arctan(z) -+ Cs

Plus précisément :
- Puisque lim f(z) =7 et lim Arctan(z) = 5 alors Co =0
r—+00

r—r+00
- Par parité de f, on peut en déduire C; =0 :
- Remarquons enfin que les deux expressions sont vrai pour z = 0 et en simplifiant, on obtient
Vo € R, f(z) = 2Arctan(|z]).
1—tan?(6)

2. (a) V0 e]-%, %[, f(tan(f)) = Arccos <1+T1120")) = Arccos(2cos(f)). Avec les questions préliminaires

> si —5 <6 <0, alors f(tan(f)) = —260;
> s10§9< 5, alors f(tan(9)) = 20;

(b) Soit x € R. Posons § = Arctan(z) : 6 est donc un angle compris entre —3 et 7, vérifiant tan() = x.
Ainsi, f(z) = f(tan(f)) = 2|0| = 2Arctan(|z|) et on retrouve bien le resultat précédent.
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Prekjpieae 2 — D’apres Petites Mines 2009

Partie I — Etude d’une fonction

1. Puisque R* est symétrique par rapport & 0 et que sh est impaire, f est paire.

2. a. Onsait que shX ~ X. On en déduit que sh 1.2 puis que lim,, f = 1.

X-0 X Xx—to0 X
. eXqe X eX . . shX eX
b. Puisque pour tout X € R, shX = ——,shX ~ —. Ainsi — ~ —. Par croissances comparées,
2 X—ot00 2 X Xoto ZX

. h X . . 1 .
limy_, 4 o ST = +o0. Via le changement de variables X = —, on obtient donc lim,,_, g+ f(x) = +0o0.

X
Par parité de f, limx — 0~ f(x) = +o0 et donc lim,_,¢ f(x) = +o0.

1
3. Comme x — - est dérivable sur R* et sh est dérivable sur R, x — sh — est dérivable sur R* par composition. Ainsi

fest egalement dérivable sur R*.

Pour tout x € R*,

1 1 1 1
= h—— (——) h—=<th———> h —
fl(x)=s X X = g o

4. Soit g: X + thX — X. g est dérivable sur R et pour tout X € R, g'(X) = th®*X. Ainsi g’ est positive sur R et
ne s’annule qu’en O : g est donc strictement croissante sur R. Puisque g(0) = 0, g(X) > 0i.e. thX < X pour tout
X eRi.

. . s . <oz 1 1 *
5. On sait que ch est strictement positive sur R et la question précédente nous apprend que th — < — pour tout x € R}..
X X

[ est donc strictement négative sur R . Ainsi f est strictement décroissante sur R’ . Par parité de f, on obtient le
tableau de variations suivant.

pY —00 0 +00
J'(x) + -
+o0 || +00
f
1 1
6. On sait que
)'CHIED'C

= - 5
shX = X+ =+ 120+o(X)

On en déduit 5 .
shX X X 4
X St ot

. 1 .
7. En effectuant le changement de variable x = v on obtient

1 1 1
- 14— - 2
&) = 1tz t o O (x4>

Autrement dit

N =

a0=1 a1=0 a2=
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8. D’apres la question précédente,

8(x) = 1+o0(x)

On en déduit que limy g = 1. Ainsi g est prolongeable par continuité en 0. Comme g est déja continue sur R*, son
prolongement G est continu sur R.
Par ailleurs G(0) = 1. Or, pour x € R*

G(x)-G(0) glx)—1 _
xX—0 X  x0 o(1)

G(x)-G(0)

Ainsi lim,_, g = 0 de sorte que G est dérivable en 0 (et G'(0) = 0). Comme g est clairement dérivable sur

x-0
R*, G I’est également. Finalement, G est dérivable sur R.
Partie II — Une équation différentielle

9. Sur R%, I’équation différentielle (E) équivaut a

4 1 chx
VI TR
L’équation différentielle homogene associée est
1
!/
Zyv=0
y+ e

. 2 . . A
Les solutions de cette équation sont les fonctions x € R% +— — avec A € R.
X
On recherche une solution particuliere de I’équation différentielle

4 1 chx
VYT
sous la forme x — 2 avec A dérivable sur R . La fonction x — 29 ot solution si et seulement si A’ = ch. Il
X X
suffit donc de choisir A = sh. Une solution particuliere de
4 1 chx
YT T

shx
estdonc x € R} » —.
X

shx+A

Les solutions de cette équation différentielle et donc de (E) sur R% sont donc les fonctions x € R} +—
AER.

avec

. . h
10. Les solution de (E) sur R* sont les fonctions x € R* DX avee ueER.
X

11. Soit y une fonction solution de (E) sur R. D’apres les deux questions précédentes, il existe (A, ) € R? tel que

h
Vx e RY, y(x) = i xx+)»

et h
Vx € R, y(x) = %

y doit étre dérivable sur R donc, a fortiori, continue sur R et en particulier en 0. Ceci impose que les limites a gauche
N . A . . . sh L
et & droite de y en 0 doivent étre finies. Puisque lim = = 1, ceci impose A = u = 0 et donc y(x) = G(x) pour
x—=0 X

tout x € R*. Par ailleurs, y est dérivable en 0 donc continue en 0 donc y(0) = lim,_, ““—’E 1 = G(0). Finalement,
X

y=0G.

Réciproquement, G est bien solution de (E) sur R et sur R*. De plus, d’apres la question 1.8, G(0) = 1et G’(0) = 0

donc G est solution de (E) sur R.

REMARQUE. On aurait également pu montrer que G était de classe C! par le théoréme de prolongement C!. Ainsi

I'identité xG'(x) + G(x) = ch(x) valable pour tout x € R* aurait pu étre étendu a tout x € R par continuité de
x — xG'(x) + G(x) etchx en 0.
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Partie II1 — Une fonction définie par une intégrale

12. Fixons x € R*. En effectuant le changement de variable t — —t, on obtient via la parité de f

I = — / fna=- f @ d = i)

Ainsi J est impaire.

13. Soit x € R.

=sh2x

X —X X _ p,—X X\2 __ (p,—X\2 2Xx —2Xx
2chxshx=2<e +e )(e ¢ >=(e) (e )=e te

2 2 2

14. f est coninue sur R donc admet une primitive F sur R%.. On a alors pour tout x € R%, J(x) = F(x) — F (g) Fest

dérivable en tant que primitive et x = F (f) est dérivable car x > = est dérivable sur R% a valeurs dans R et F

est dérivable sur RY . Ainsi J est dérivable comme différence de fonctions dérivables.
Pour tout x € R%,

Y(x) = F'(x) %F (g)
033
=fe0-73
= fx)=3sh % ch % d"apres la question [IIT3]

X
- wfi-La)

sh%
X

15. f est strictement positive sur R car sh I’est.

16.

1 1 1
l1--ch—=0 < ch-=
2 x b
1 -1
— ex+e x =4
1 1
= X+§=4 en posant X = ex
= X2-4X+1=0
= X=2+\/§ouX=2—\/§
= x—;oux—;
1n(2+\/§> 1n<2—\/§)
Or2—\/§ < 1donc ——— < 0. On en déduit quep: x> 1— 2 ¢h < ne s’annule sur R* quena = —
1n(2—\/§) 2 x + 1n(2+\/§)

La fonction x — — est strictement décroissante sur R a valeurs dans R% et la fonction ch est strictement croissante
X

sur R} donc la fonction x ch(i) est strictement décroissante sur R%. Il vient ensuite que ¢ est strictement
croissante sur R .

Ainsi @ est strictement négative sur 0, o, nulle en « et strictement positive sur Ja, +oo].

Puisque J' = fo, J' est également strictement négative sur |0, af, nulle en a et strictement positive sur |a, +oo[.

a. Posons pourt € R,,
t3
P(t) =sht —t — —
6
1 est clairement de classe C* et pour f € R,
tz
P'(t)=cht—1- )

V"(t) = sht —tp”(t) =cht -1

"

Les variations de ch nous enseignent que )" est positive sur R, . Ainsi P” est croissante sur R, . Comme
P”(0) = 0, " est positive sur R, . A nouveau, P’ est croissante sur R est nulle en 0 donc positive sur R, .
Enfin, on peut affirmer que ¥ est croissante sur R, est nulle en 0 donc positive sur R.


http://lgarcin.github.io

ELBILIASIY

Prépas MPSI Problemes COI‘I‘igéS Prof. Mamouni
[htfp ://elbilia.sup] 2020-2021 [http ://myismail.net]

. s N . ‘2 1 PR v 2
b. Soit x € R%. D’apres la question précédente, pour tout t € [g, x], fO=1+ Py Par positivité de I'intégrale

* x 1
> J— —Z -
J(x)_ﬁ <1+6t2)dt e

2

Puisque 11m m ﬁkrﬂmz + — = +oo, il vient hr(r)l J(x) = +oo et xETmJ(x) = 400 par
oration.

theorerne de mi

17. D’apres les questions IT1.15 et II1.16.b, on a le tableau de variations suivant.

b 0 04 +o0
J(x) - 0 +
+o00 +o0
; \ /
J(o)

3
18. a. Commeshx = x + % +0(x3), h(x) = % + 0(1). Ainsi limy h = % et h est prolongeable par continuité en
x-0 x—0
0.

b. Soit x € R% . Remarquons que

O RUCERE

A T’aide du changement de variable u = %,

3(x) — 12‘ - —ﬁx(f(l/u)— 1)% - / h(u) du

X

c. Comme h est continue sur R, elle admet une primitive H sur R dont on peut supposer qu’elle s’annule en 0.
En «primitivant» le dévéloppement limité de i obtenu précédemment, on obtient

H(x) = g +o0(x)

Par changement de variable,

H(1/x) = %+o(1/x)

X—+o0

1
HER) = 5 Tol)
puis
b 1
1) =5 =H@/x)-HO/x) = —+o0(1/x)

X—+o00

19. Puisque J(x) — g ~ i, li(x) - g = 0. Ainsi la courbe de J admet une asymptote oblique d’équation
x X

N —~+c0 6.
y= > en +oo.

De plus, on a vu a la question II1.16.b que

1
Vx € RE, J(x >—+—>—
B2 S+ —=>3
Ainsi la courbe de J est-elle au-dessus de son asymptote dans le demi-plan d’équation x > 0. Comme J est impaire,
la courbe de J admet cette méme asymptote en —oo mais la courbe de J est au-dessous de cette asymptote dans le
demi-plan d’équation x < 0.

20.
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Probleme 3

1) Ce qu’il faut savoir comme du cours...

Fuait en cours.
2) Application de (W,,) a (*")
a) Onavuaul)f)que W, ~ /l. On en déduit que :
n—+oo 2n

s
Wap  ~ —

n—+oo \ 4n

2n)! 1 (2
Par la formule explicite de W, = _(Gn)t m = —( n) T donnée au 1) e), on obtient :
2n(pl)22  22n 2

L(%)z 1
222\ n /2 no+eo V 4dn

(2n) 22n
n n—>+oo 4 /7Tn

et finalement

2n
4'”
b) On a vu au 1) e) les formules explicites Vn e N, Wy, = ) 2 et Wapya = (on + (2"
an 2 (2n+1)(*")
o T (2n+1) 19002
Ainsi W, [Wop 41 = §4T(2") (1).
2n+1

Mais la propriété de décroissance des (W,,),on a1 < Wo, /[Wop 1 < Wap_1/Wapi =
Par (1) et (2) on a :

2).
5 (2
2
1Sz(2n+l)(2n) S2n+17
2 42n 2n

la derniére inégalité étant la relation de récurrence du 1) c).

n

. 2 . , .
En isolant le terme central ( 7:1) et en prenant la racine carrée, on a la conclusion :

4n (2n) 4n
< <

N.B. Bien siir cette encadrement redonne, par théoréme des gendarmes, I’équivalent du a),
mais il est plus précis, car du point de vue numérique par exemple, on a un controle sur
) ) : 2n n 5z .

Perreur qu’on fait quand on remplace ( ) ) par 4"/ /mn alors que I’équivalent ne donne que
des calculs de limites, sans controle d’erreur.

+ 00
3) Application des (W,,) & la somme ) 1/k* :
k=1

a) 1) M1 On pose ¢(t) = gsin(t) —t.

2 2
Alors ¢'(t) = gcos(t) -1 et pour t € [0,7/2], ¢'(t) >0 <> cos(t) > — <>t < Arccos(—), car

T 7r
Cos|[0,x/2] est strictement décroissante, de bij. récip. Arccos.

2
En notant « = Arccos(—), on conclut que ¢ est croissante sur [0,«] et décroissante sur
7r
[a, m/2].

Or ¢(0) =0 et ¢(m/2) =0 donc ¢ > 0 sur [0,7/2]. O
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(ii) Tout dans la formule a montrer indique qu’il faut prendre le carré de la formule précédente !

2

T
Pour ¢ € [0,7/2], 0 <t < §sin(t)7 entraine, par croissance de z — z2 sur R*, que : ¢? <

2

T 2
T sin?(t) = Z(l —cos?()).

En multipliant les deux membres par cos®"(t), on en déduit que :

7'['2

Vite[0,7/2], t* cos®™(t) < Z(coszn(t) — cos®™*2(t)).

7T2

/2 /2 2
En intégrant : V,, = f t? cos®" (t)dt < T f (cos®™ () —cos®™*2(t))dt = %(Wn—Wml)
0 0

Pour tout n € N, W, est I'intégrale d’une fonction continue positive qui n’est pas la fonction
nulle donc W,, > 0.

On peut donc diviser I'inégalité du a) (ii) par W,,, pour obtenir :

71—2 Wn+1
T ()

n

IN

S|=

Avec la relation de récurrence des intégrales de Wallis du 1) c), on sait que :

Wn+1 2n + 1

= —
W,  2n+2no+eo

Donc 1- —21 — 0. Par théoréme des gendarmes, I'inégalité (*) entraine donc bien que
n—+oo
n

Vn/VVn — 0. O

n—+oo

u(t) = cos®™(t) = u'(t) = —2nsin(t) cos?" (1),

D f 0s2"(t)dt, LP.P
ans W, (1) avec {v’(t) 1 e () =t

__ /2
Alors W, = [t c0s2”(t)]g/2 +2n f tsin(t) cos®™ 1 (t)dt.
0
La encore le terme de bord [ ] est nul.
u(t) = cos? L (t) sin(t) = u'(t) = —(2n - 1) cos>™2(t) sin? () + cos>(t)

Avec une nouvelle I.P.P
L“ﬂ=tcv@%#WZ

on obtient :

— t2

W, = 2n[5 cos?"7L(t) bm(t) +2n f (2n 1) cos®™ 7 (t) sin®(t) — cos™" (t) )dt
En remplacant sin(t) par 1 - cos?(t), on obtlent que :

Wy

/2 7/[2
n(2n-1) [ t? cos®™ 2(t) (1 - cos®(t))dt — n / t? cos™™ (t)dt,
0 0
n((2n - D)(Voe1 = V) - Vn) =n(2n - 1)V,_1 - 2n%V,,.

D’ott la formule de 1’énoncé avec a, = n(2n - 1) et b, = -2n2. O
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d) On sait que pour tout n e N*, (2n—-1)W,_1 = 2nW,, (%).
Or en divisant la relation obtenue au c) par W,_1, on a

Wn Vn -1 Vn

=n(2n-1) - 2n?

n-1 n-1 n-1

(%)

En appliquant () aussi bien pour la fraction dans le premier membre de (*x*) que pour la
seconde dans le second membre de (**), on obtient :

2n -1 o
T; =n(2n-1) Vo1 -n(2n-1) Va
n

)

=

n-1

et en divisant par n(2n - 1) on a la relation demandée :

Vel Vi 1

W W, 202

e) Soit N € N*. En ajoutant toutes les égalités obtenues au d) pour n € [[1, N]], on obtient :

N N
Z(V,_\n__,l —ﬁ): Z% (% *)
n=1 Wn—l Wn n=1 2n
No1
Notons Sy = Z —- Le membre de gauche de (* * %) est une somme télescopique, et donc
n=1
(* * ) devient :

Vo Vv 1

— —-=—==-5
A et ()
) Vi P Vo
Or, on a montré au b) que == — 0. On déduit donc de () que Sy — 2—.
WN N —+o00 N —>+o00 WO

— /2 /2 3
Orio= [TT=Tevo= [T d= g1y = T
0 0

2 24
3 2
12
On conclut que Sy — ™/ = W—.
N —>+0c0 71—/2 6

+o00o
. . . s . 2

4 Application de (W,) au calcul de 'intégrale de la gaussienne f e dt

0
a) La fonction G est croissante donc pour montrer que G admet une limite finie en +o0, il suffit

de montrer qu’elle est majorée.
1 x

Or pour tout ¢ > 1, et < e”t, donc pour tout x > 1, G(z) = / et + / edt <

0 1

x
G(1)+ f etdt=G(1)+1-e* <G(1) +1. Donc G est majorée par une constante sur R*
1

et comme elle est croissante, par théoreme de la limite monotone, elle admet une limite finie
en +oo.

+o00

Attention : Pour montrer que f g(t)dt existe, il ne suffit pas de montrer que g(t) P
1 —+0o
- dt

0. Par exemple si g(t) = 1/t, G(z) = / - In(z) — +oo. Autre exemple g(t) = 1/V/%.
1 T—>+00
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b)

Par convexité de exp, comparaison avec la tangente au graphe de exp au point d’abscisse 0,
2

t
on sait que : VzeR, 1+x<e”. Pourx=-——,onal-— <et’/n,
n n
t2
Comme t € [0,y/n], 0 < (1-—) <e? *In et en prenant la puissance n, on a la premiere
n
inégalité.

. e : : .
De méme on a 0 < 1+ — < e* /™ donc en prenant la puissance —n, qui est décroissante sur
n
R**, on a la seconde inégalité.

(i) Pour 4, on veut faire un changement de variable tel que t/\/n = sin(u).

Pour cela, on pose u = arcsm(—) Alors on a bien t/\/n = sin(u) et donc dt = \/n cos(u)du.

\/_
/2
Alors avec ce changement de variable, A,, = \/n f (1-sin®(u))™ cos(u)du = /n f cos®™ (u) du.
0 0

Donc

’An = /nWapi1. ‘

(i) Pour suivre l'indication de 1’énoncé, on pose u = arctan(t/\/n). Alors tan(u) = t/\/n et
dt = /n(1 +tan?(u))du.

/4
Pour t =0, u =0 et pour t = \/n, u = arctan(1) = w/4. Alors B,, = \/ﬁf (1+tan?(u)) ™™ (1+
0
/4
tan?(u))du = \/ﬁf (1+ tan2(u))_"+1du
0
/4 1

2() on a B, \/_/ cos?(u)"" du.

Comme cos?(u) > 0, llntegrale sur [0,7/4] est inférieure & l'intégrale sur [0,7/2] d’ou la
conclusion :

Comme (1 +tan?(u)) =

’ Bn < \/EWQn—Z ‘

Soit n e N*.
En intégrant I'inégalité du b) entre 0 et \/n, on obtient :

Vi e
AnS/ e dt<B,.
0

Gréce au ¢), on en déduit que :

ViWansr <1, </nWap_o

T
Grace a I’ équivalent W,, ~ / , on sait que :

n—+oo

/ T
ngl 2(2n T1) oo \ / et de méme Wo,,_o e e

™
Donc par théoreme des gendarmes, on conclut que I,, — £

n—+oo 2



