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Simulation‘DS N° 7 . .
Algebre Linéaire
Polynémes, EV & Matrices

Probléme — Méthode de calcul approché d’une intégrale

Dans tout le probléme, on désigne par n un entier naturel donné supérieur ou égal a 2, et par f une application de

classe C*™ du segment [—1,1] dans R.

1
On se propose d’établir une méthode de calcul approché de Uintégrale J(f) = / f(t) dt.
-1

Dans la partie I, on étudie le polynome P, = (X2 — 1)", ses dérivées P,Sj) et notamment sa dérivée n-iéme P,S”’.

Par convention, on note P,§O) =P,.

Les parties II et III proposent ’étude de deux procédés d’« interpolation polynomiale » de la fonction f. Le premier
permet de définir la méthode utilisée pour le calcul approché de J(f), le second de majorer lerreur commise.

On rappelle Uinégalité triangulaire pour les intégrales : pour tout application continue de [a,b] dans R, on a :

/a o) dt

b
< / £(8)] dt.

Partie I — Etude des polynémes P,

1. Etude des racines de P, et de ses dérivées

(a) Quelles sont les racines de P, 7 Déterminer leur ordre de multiplicité.

(b) Déterminer, pour tout j € [0,n — 1], les valeurs de Pr(lj)(l) et de P,Sj)(—l).

(c) A Paide d’un théoréme du cours dont on rappellera I’énoncé précis, montrer que le polynome P! admet
au moins une racine dans Uintervalle | — 1, 1][.

(d) Montrer plus généralement que pour tout j € [1,n], PY) admet au moins Jj racines dans | — 1,1].

(e) En déduire que P,S") admet exactement n racines réelles distinctes, et que ces racines sont simples et

appartiennent toutes a l'intervalle | — 1, 1].

Dans la suite du probléeme, ces racines sont notées ri,--- ,ry,, avec —1 <ry < --- <71, < 1.

2. Calcul d’une intégrale auxiliaire
1

On pose, pour tout couple (p,q) d’entiers naturels, W(p,q) = / (t—1)P(t+1)7 dt.
-1

(a) A T’aide d’une intégration par parties, établir pour tout couple (p,q) de N x N*/ une relation entre
W(p+1,q—1) et W(p,q).

(b) En itérant cette relation, en déduire une relation entre W(2n,0) et W(n,n).

22n+1(n!)2

(c) Calculer W(2n,0), et en déduire que W(n,n) = (-1)" - TR
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3. Calcul d’intégrales associées au polyndéme P, et a ses dérivées

(a) Etablir, & I'aide d'une récurrence sur j, que pour tout polynéome @ de R[X], et tout j € [0, n],

/ QUPY (1) dt = (~1) / QU@ dt.

(On pourra penser a faire une intégration par parties)

(b) Déterminer / Q(t) P(" (t) lorsque @ est un polynome de degré strictement inférieur a n.

1
(c) Expliciter P puis calculer / (P{™(£))? dt.
-1
(On pourra faire intervenir W(n,n))

Partie IT — Définition de ’approximation

1. Polyndémes d’interpolation de Lagrange

On pose désormais, pour tout entier j de [1,n], et pour tout nombre réel xz, le polynéme L; et le réel \;

suivants :

X — ri /1
L; = et A= L;(t) dt.
| R o= [ LW
i€[1,n]
i#]
(a) Calculer pour tout (i,7) € [1,n]?, L;j(r;), en distinguant suivant que i est égal a j ou non.

(b) En déduire que (L1, ..., L;) est une famille libre, puis que c’est une base de I’espace vectoriel R,,_1[X]

constitué des polyndémes de degré inférieur ou égal a n — 1.

(c) Expliciter, dans la base précédente, un polynoéme A,, de degré strictement inférieur a n tel que A, (r;) =

f(r;j) pour tout entier j compris entre 1 et n, et prouver qu'un tel polynéme est unique.

1 n
(d) Etablir I'égalité / An(t) dt =Y N f(r).
j=1

On se propose désormais de prendre pour valeur approchée de lintégrale J(f) = / f(t) dt Vintégrale J(A,) =
-1

1
/ A (t) dt, que lon notera J,(f) dans la suite du probléme.

-1

En d’autres termes, on prend pour valeur approchée de Uintégrale J(f) le nombre réel J,(f) = Z A f(rj).

2. Comparaison de J(P) et J,(P) lorsque P est un polynéme

Dans cette question, on suppose que P est un polynome.

(a) On suppose que deg(P) < n.
Comparer J(P) et J,,(P).
(b) On suppose que deg(P) < 2n.

i. Justifier existence et I'unicité d’un couple (@, R) de polyndmes tel que :
P=QP™ +R et deg(R) < n.

ii. Montrer que deg(Q) < n.
iii. Déduire des résultats de la partie I que J(P) = J(R).
iv. Comparer J,(R) et J,(P), puis J(P) et J,(P).
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Partie III — Majoration de 1’erreur

1. Polyn6éme d’interpolation de Hermite de f

(a) A tout polynome H de ’espace vectoriel Ra,_1[X], on associe I’élément de R*™ suivant :
@(H) = (H(rl)a Hl(r1)7 H(T2)7 HI(T2)7 s 7H(TTL)’ Hl(rn))

Etablir que ¢ est une application linéaire de Ry, _1[X] dans R?".
(b) Déterminer le noyau de ¢ et en déduire que ¢ est un isomorphisme.

(¢) En déduire qu’il existe un polyndéme B, de degré strictement inférieur a 2n et un seul tel que :
Vi€lln], Bu(rj)=f(r;) et B(r;)=f'(r;).

(d) Déduire des résultats précédents que J(B,) = J,(B,), puis enfin que J(By,) = Jn(f)-
2. Majoration de |7 (f) — Jn(f)|
(a) Justifier que |f(™)| admet sur I'intervalle [~1,1] un maximum, que I’on notera Mo, (f).

(b) Dans cette question, on désigne par x un nombre réel donné de [—1,1], distinct des nombres r1,...,ry.

On définit Uapplication g, sur [—1,1] par la relation

9o(t) = f(t) = Ba(t) — a- (P (1))?,

ou le réel « est précisé dans la question (i) ci-dessous.

i. Justifier que 'on peut choisir « de sorte que g, (z) = 0, et que ce choix est unique.

Désormais o est choisi ainsi.
ii. Calculer ¢,(r1),...,95(rn).

iii. En considérant n+ 1 réels convenablement choisis annulant g,, montrer que g, s’annule en au moins

n points de | — 1, 1] distincts de rq,...,r,.
iv. En déduire que gfn) s’annule en au moins un point ¢ appartenant au segment [—1,1].

v. Expliciter g¢*™ (£), et en déduire une expression de « en fonction de £ (c) et de n.

vi. A T'aide de I'égalité g, (z) = 0, établir que

(n!)?

((2n)h)

f(x) = Bu(z) = 5 P ()P (@))%

(¢) Prouver que, pour tout réel x de [—1, 1],

(n))?
NCDE

On distinguera deux cas suivant que x est, ou non, égal a I'un des nombres réels 71,72, ..., 7,.

Mzo ()P (2))?.

(d) Déduire alors des résultats des parties I et IT que :

M2n(f) 22n+1
70) = 30 < 250 G

n

3. Soit g une application & valeurs dans R, définie et de classe C*" sur un segment [a,b], et soit Ma,(g) la

a+b b—a
t-
2 + 2 ’

mazimum de la fonction |g®™| sur Uintervalle [a,b]. On définit f sur [—1,1] par f(t) =g (
et on note comme précédemment Mo, (f) le mazimum de |fP™| sur [—1,1]

(a) Exprimer My, (f) en fonction de Ms,(g) et de n.
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b—a

b 1
(b) En admettant que / g(u) du = 5 / f(t) dt, donner un majorant de
a -1

/ g(u) du— =2 - Z/\ (“b ]b_T“>

en fonction de Ma,(g), n, a et b.

Partie IV — Etude d’un cas particulier
On suppose dans cette partie que n = 2. On considére une fonction g définie et de classe C* sur un intervalle [a, b].

1. Déterminer PJ/, ses racines r1 et ro, les polynomes L et Lo, ainsi que les réels A\; et Aq.

o255 (5 5)

3. En subdivisant le segment [a, b] en p intervalles de méme longueur, montrer que

a5 oo ) (o)) 2

ou, pour tout k dans [1,p], ¢ est le milieu du k-iéme intervalle de cette subdivision.

2. Montrer que

_ Mi(g)(b—a)’
4320 '

_12

4. Soit g la fonction définie sur [—1,1] par g(x) =e
(a) Justifier que g est de classe C* sur [—1, 1].
(b) Calculer g'®) pour tout k € [1,4].

(¢) Montrer que

P
2%k—1-p 1 2%k—1—p 1 36
|/ ,CZ: g 2p pV3 g 2p pV3 135p*

(d) Ecrire une procédure en Pascal déterminant p pour que

1 <& < (2k—1—p 1 ) (2k—1—p 1 ))
- - + +
pk; I 2p w3’ 2p pV3

1
3 2z _ 2 ~ N P .
soit une valeur approchée de / e~ dt a err prés, et calculant cette valeur approchée dans une variable
_1 . . . .
I. La marge d’erreur err sera prise en paramétre de la procédure, ainsi que la variable I. On pourra au

préalable définir une certaine fonction.
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Correction du probléme —

Partie I — Etude des polynémes P,

1. Etude des racines de P, et de ses dérivées

(a)

(b)

()

Le polynéme P, s’écrit P, = (X — 1)"(X + 1)", ainsi, P, admet deux racines 1 et —1, chacune de
multiplicité n.

Par conséquent, d’aprés la caractérisation de 1'ordre de multiplicité d’une racine par les dérivées, on en
déduit que pour tout j € [0,n — 1], P,gj)(l) = P,Sj)(fl) =0.

On utilise le théoréme de Rolle dont on rappelle ci-dessous 1’énoncé :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], dérivable sur ]a, b[, et telle que f(a) = f(b). Alors il
existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.

Ici, la fonction polynomiale P, est continue sur [—1,1], dérivable sur | — 1, 1], et P,(—1) = P,(1) =0,
d’apreés la question précédente. Ainsi, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €] —1,1] tel que P),(c) =0
Soit, pour tout j dans [1,n], la propriété P(j): PY) admet au moins j racines dans | — 1, 1]

La propriété P(1) est vraie d’aprés la question précédente.

Soit j € [1,n — 1] tel que P(j) soit vraie. Alors PY admet J racines au moins dans | — 1, 1], que lon
note 7q,...,7;, tel que r1 < --- < r;. Posons rg = —l et rjy1 = 1. Alorsonarg <rm < -+ < 741,
et PU)(rg) = --- = PU)(r;41) = 0, d’aprés I'hypothése de récurrence et la question I-1(b). Ainsi, en

appliquant le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [r;,r;41], ¢ € [0,J], & la fonction polynomiale
P,gj ) qui est continue sur cet intervalle, dérivable sur l'intervalle ouvert, on en déduit l’existence de
8; €]ri,riv1| tel que P(jJrl)(si) =0.

Or, -1=rg<sp<r <s1--<r; <8 <rjp1 =1,donc -1 < 59 <81 <+ <s; <1. Ainsi, les
racines s; de P,gjﬂ) sont deux & deux distinctes, donc au nombre de j + 1, et sont toutes dans | — 1, 1],
d’otu P(j +1).

Par conséquent, P(1) est vraie, et pour tout j dans [1,n —1], P(j) entraine P(j+1). D’aprés le principe
de récurrence, P(j) est vraie pour tout j dans [1,n].

En particulier, pour j = n qui est bien dans [1,n], on obtient que P,(l") admet au moins n racines dans
]—1,1].

Or, P, est de degré 2n, donc, aprés n dérivations, P,Sn) est de degré 2n — n = n. Par conséquent, P,
admet au plus n racines réelles (et exactement n racines complexes) comptées avec multiplicité. Ainsi,

comme on a déja n racines distinctes dans | — 1, 1], ce sont les seules, et elles sont simples.
Vous remarquerez qu’il s’agit des seules racines réelles, mais aussi des seules racines dans C.

Ainsi, P,(l") admet exactement n racines (réelles) deux a deux distinctes, de multiplicité 1, et ces racines
sont dans | — 1, 1].

2. Calcul d’une intégrale auxiliaire

(a)

Soit (p,q) € N x N*. On pose les fonctions u et v de classe C! sur [~1,1] (car polynomiales) telles que
pour tout t € [—1,1],

<
~
—
o~
~—

I

(t—1) ot v(t) (t+1)2

u(t) = St-1)rH V(t) = qt+1)t
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Ainsi, une intégration par parties donne :

1 1 q ! q
W(p,q) = | —=(t—- 1P t+1)4| — —— t— 1Pt 4+ 1)1 dt= ———W(p+1,q—1).
R P R R e ISR VAR (R W1 1)
Ainsi, Wp+1,q— 1) = J%W( 9.

(b) Soit, pour tout k dans [1,n], la propriété P(k): W(n+k,n—k) = (4)’6%14/@,@
La propriété P(0) est triviale. On peut aussi remarquer que P(1) a été démontrée dans la question
précédente.

Soit k € [1,n — 1] tel que P(k) soit vrai. Alors, d’aprés la question précédente, puis '’hypothése de

récurrence,
W(n+k+1,n—k71):fnn%kzloW(nJrk,n—k)
Fh+1 (n+k)(n—k)
— (k1D .
(1) p— ()2 W(n,n)
Dln—k—1)!
(et B DN 2R Dy,

(n!)?
Par conséquent, P(1) est vraie, et pour tout k dans [1,n—1], P(k) entraine P(k+1). D’aprés le principe

de récurrence, P (k) est vraie pour tout k dans [1,n].

! 2 1 2n+1 2n+1 2%+l
W(2n,0) = t—1)"dt = ——— (0" — (=2)“" = . Ainsi
(© W(2n,0) = [ (1= 1" dt = g (071 = (<2)"*) = . i,
(n|)2 22n+1 ) 22n+1(n!)2
1% = (=1)". L = (=1
() =0 Gt 21~ Y @
3. Calcul d’intégrales associées au polyndome P, et a ses dérivées
1
(a) Soit, pour tout j dans [0, n], la propriété P(j): VQ ER[X],/ Q) P(J) / Q(])
-1

Pour j = 0, l'identité est triviale, donc P(0) est vérifiée.
Soit j € [0,n — 1] tel que P(j) soit vérifiee. Alors soit @ un polyndme quelconque. On a, par une

intégration par partie (les polynomes étant de classe C1) :

/Q p(J+1) (t) d [Q( P(J) /Q P(J)

Or, pY )(1) = pY )(71) = 0 d’apreés I-1(b), donc, d’aprés 'hypothése de récurrence appliquée au poly-
néme Q’,
1
/ Q(1) p(]-i—l) (t) dt = (- )J+1/ Q(j"‘l)(t)Pn(t) dt.

—1
Ainsi, P(j + 1) est vérifice.
Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout j dans [0,n —1], P(j) entraine P(j+1). D’aprés le principe
de récurrence, P(j) est vraie pour tout j dans [0, n].

(b) Par conséquent, lorsque @ est un polynéme de degré strictement inférieur a n, Q™ =0, donc en prenant

j = n dans la question précédente, on trouve
1
/ Q(t)P\™(t) dt = 0.
-1

(¢) P, est un polynome de degré 2n, donc Pf") est un polyndéme constant, obtenu par dérivation du monéme
dominant de P,, qui est X?". La dérivée 2n-iéme de ce mondome est (2n)!, donc P,EQn) = (2n)L
Ainsi, d’apres la question I-3(a) appliquée avec j = n et Q = P,STL)7 on obtient :

/ (PO dt = -1y / " POM(1)P(1) dt = (~1)"(2n)! / R

-1 -1
22n+1 . (2’11)' . (n|)2 22n+1 . (n|)2

=(-1)"2n)'W(n,n) = (2n i 1)! o 2n+1
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Partie IT — Définition de ’approximation

1. Polynomes d’interpolation de Lagrange

(a) e Soit (i,7) € [1,n]? tel que i # j. Alors

Ty — Tk
Lir)= ] =0,

ry —rTr
ke[i,n] 7 k

k#j

car un des facteurs de ce produit (celui correspondant & k =14) est nul.
e Soit j € [1,n]. Alors

Ainsi, pour tout (i,7) € [1,n]?, Li(r;) =0sii# jet Li(r;) =1sii=j.
(b) Soit u1,. .., des réels tels que
Ly + -+ ppL, =0.

Soit ¢ € [1,n]. En évaluant en r; on trouve :
0=prLi(ri) + -+ pnLln(ri) =

d’apres la question précédente, puisque seul L;(r;) est non nul, égal a 1. Ainsi, pour tout ¢ € [1,n],
w; =0, donc la famille (L4, ..., L,) est libre.

Pour tout ¢ € [1,n], L; est un polynéme de degré n — 1. Ainsi, (L1,..., L,) est une famille libre de n
vecteurs de lespace vectoriel R,,_1[X], qui est de dimension n. Ainsi, pour des raisons de cardinalité,

cette famille libre est une base de R,,—1[X].
(c) e Analyse. Supposons qu'’il existe un polynéme A,, de degré strictement inférieur a n tel que pour tout
j€[1,n], An(r;) = f(r;). Alors, puisque A,, € R,,—1[X] et que (L1,..., Ly) est une base de R,,_;[X],

il existe des réels pq, ..., uy, tels que
n

i=1

En évaluant en r;, j € [1,n], on obtient
n
Fr) = An(ry) = wiLi(ry) = pj.
i=1
Ainsi, p; = f(r;). Par conséquent, si A,, existe, il est défini de maniére unique par :

An = Z f(T‘L)LZ
i=1

n
e Synthése. Réciproquement, le polynéme A, = Z f(ri)L; convient, puisque
i=1
x ce polynome est bien de degré au plus n — 1, en tant que combinaison linéaire de polynoémes de

degré au plus n — 1,
% pour tout j € [1,n], le seul terme non nul dans la somme définissant A, (7;) est celui correspondant
ai=j, et on obtient A, (r;) = f(r;)Li(r;) = f(r;).
(d) On a donc :

[1An(t) dt:Zf(Ti)[lLi(t) dt:z)\if(ri)'

2. Comparaison de J(P) et J,(P) lorsque P est un polynéme
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(a) On suppose que deg(P) < n.
Pour f = P, on a, pour tout j € [1,n], A,(r;) = P(r;), et A, et P sont donc deux polynémes de degré

au plus n — 1 ayant au moins n valeurs communes. Ainsi, le polynéme A,, — P, de degré au plus n — 1,

a au moins n racines. Par conséquent, il s’agit du polynéme nul. Ainsi, A, = P. Par conséquent :

J(P) = /_ 11 P(t) dt = /_ 11 An(t) dt = T, (P).

(b) On suppose que deg(P) < 2n.

i. Puisque Py(Ln) est de degré 2n — n = n, donc est non nul, le théoréme de la division euclidienne (de

P par P,(l")), donne lexistence d’un unique couple (@, R) de polyndmes tel que
P=QP" +R et deg(R) < deg P{"™) = n.

ii. Si deg@ > n, on aurait deg(QPnn)) = deg@Q + deg Py(bn) > 2n. Or, deg R < n < 2n, donc, d’aprés

les propriétés des degrés d’une somme de polyndémes, on obtiendrait :
deg(P) = deg(QP{") > 2n,

ce qui contredit I’hypothése. Ainsi, deg Q < n.
iii. On a
1 1 1
/ P(t) dt = / Q)P (#) dt + / R(t) dt.
-1

-1 -1

1
Or, puisque deg @ < n, on a, d’aprés la question I-3(b), / Q(t)PT(l”) (t) dt = 0. Ainsi,
-1

J(P):/_llP(t) dt:/_l1 R(t) dt = J(R).

iv. D’aprés la question I-1(e) (définition des r;), les r; sont racines de P, Ainsi, pour tout j € [1,n],
P(r;) = Q(rj) P\ (r;) + R(r;) = R(ry).
Par conséquent,
n n
Tu(P) = NjP(rj) = > NR(rj) = Tu(R).
j=1 j=1
Ainsi, puisque R est de degré au plus n — 1, on obtient, grace aux questions II-2(a) et IT-2(b)-iii,

J(P) = J(R) = In(R) = Tn(P).

Partie IIT — Majoration de l’erreur

1. Polynome d’interpolation de Hermite de f

(a) Tout d’abord, ¢ est bien une application de Rg,_1[X] dans R?", par définition. Montrons que cette
application est linéaire. Soit donc H, K € Ry,_1[X], et A € R. On a alors

©(AH + K)=((AH + K)(r1), AH + K)'(r1), ..., (AH + K)(rn), NH + K)'(ry,))
= (AH(r1) + K(r1),\H'(r1) + K'(r1), ..., AH (1) + K(rp,), \H' (1) + K'(1,))
=XNH(r),H (r1),...,H(rn), H (rp)) + (K(r1), K'(r1),. .., K(r), K' (1))
= Xp(H) + ¢(K).

Ainsi, ¢ est bien une application linéaire.
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(b) e Soit H € Kery. Ainsi, H € Ry,—1[X], et pour tout j € [1,n], H(r;) = H'(r;) = 0. Ainsi, les r; sont

racines au moins doubles de H, et H admet donc au moins 2n racines comptées avec multiplicité (n

racines au moins doubles). Or, H est de degré strictement inférieur a 2n. Par conséquent, H = 0.

Donc Ker ¢ C {0}. L’inclusion réciproque étant évidente, on obtient Ker ¢ = {0}.

e Par conséquent, ¢ est une application injective. Or, dim Ry, _1[X] = 2n = dim R?". Ainsi, ¢ est une

application linéaire entre deux espaces vectoriels de méme dimension finie, donc 'injectivité de ¢

entraine sa bijectivité. Ainsi, ¢ est un isomorphisme.

(c) ¢ étant un isomorphisme, un élément de R?™ admet un et un seul antécédent par ¢. Appliquons ceci au

2n-uplet (f(r1), f'(r1),..., f(rn), f'(rn)). Ce n-uplet admet un et un seul antécédent par ¢, c’est-a-dire

qu’il existe un unique polynéme B,, de degré strictement inférieur a 2n tel que :

Vje[l,n], Bu(r;)=f(rj) et By(r;) = f'(r)).

(d) Dapres II-2(b)-iv, puisque deg B,, < 2n, on a J(By) = Jn(By). De plus, puisque pour tout j € [1,n],
B, (r;) = f(rj), on obtient

n

J(Bn) = Tn(Bn) =Y NiBu(rj) =Y _ X f(r;) = Tu(f)-
j=1

j=1

2. Majoration de |7 (f) — J.(f)|

(a) f est une fonction de classe C2" sur [—1,1]. Ainsi, f*™ est continue, donc aussi |f(*™)|. Etant continue

sur lintervalle fermé et borné [—1,1], |f™)| y est bornée et y atteint ses bornes. En particulier, elle

admet un maximum. On le note Ma,(f).

(b) i

ii.

iii.

On a les équivalences suivantes :
go(x) =0 <= f(z) = Bu(x) = a- (P{"(x))

— o=

On peut effectuer cette derniére division du fait que P,(Ln) (x) # 0, puisque z est distinct des racines
r; de P\

J n
Ainsi, un « convenable existe, et on a une égalité le définissant de maniére unique.

gz est dérivable sur [—1,1], et pour tout t € [—1,1],
9 (t) = f'(t) = By(t) = 2a - P{M () PID(1).
Ainsi, pour tout j € [1,n],
9y (rj) = f'(r;) = By (rj) = 2P (r;) PV (r;) = 0,

du fait que r; est racine de PT(L")7 et que par définition de B,,, f'(r;) = B, (rj).

De la méme fagon, on a g;(r;) = 0 pour tout j € [1,n]. De plus g,(z) = 0. Ainsi, on a n + 1 réels,
tous dans [—1, 1], annulant g,.. Notons les —1 < s1 < -+ < $p41 < 1.

La fonction g, est continue sur chaque [s;, s;+1], ¢ € [1,n + 1], et dérivable sur chaque ]s;, s;t1[.

Ainsi, d’apreés le théoréme de Rolle, il existe ¢; €]s;, si+1[ tel que g/, (¢;) = 0. On a donc

—1<s1 < <s2<ca< <8y <cCp < Spy1 <1, donc: —l<a<eo< - <ce, <1
Ainsi, les ¢;, i € [1,n], sont deux & deux distinctes, et sont tous dans | — 1,1[. D’autre part ils
sont distincts des s;, donc des r;. Ainsi, g/ s’annule en au moins n points de | — 1, 1] distincts de

T1y.eeyTn”
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iv. Comme ¢/ s’annule aussi en 71,...,7,, g, s’annule en au moins 2n réels du segment | — 1, 1].

Soit, pour tout k& dans [1,2n], la propriété P(k): gg(gk) s’annule en au moins 2n + 1 — k points de

] -1, 1[
Comme g/, s’annule en 71,...,7,, et en n autres points de | — 1,1 d’apreés la question précédente,
g, s’annule en au moins 2n réels du segment | — 1, 1[. D’ou P(1).

Soit k € [1,2n — 1] tel que P(k) soit vrai. Ainsi, ¢t s’annule en 2n + 1 — k points de ]—1,1] au

moins, que ’on ordonne et note —1 < t; < -+ <topyi1_k < 1.

La fonction g, est de classe C?" sur [—1,1], en tant que combinaison linéaire de fonctions de classe
C?". En particulier, puisque k& < 2n, g®) est continue sur [—1, 1], et dérivable sur | — 1,1[. C’est
donc le cas sur chaque intervalle [t;,t;41], 7 € [1,2n+ 1 —k—1]. Ainsi, d’apreés le théoréme de Rolle

appliqué a chacun de ces intervalles, il existe u; €]t;, ti+1[ tels que gékﬂ)(ui) = 0. On a bien trouvé

2n 41— (k+ 1) réels de 'intervalle | — 1, 1] annulant g Pou Pk+1)

Par conséquent, P(1) est vraie, et pour tout k dans [1,2n — 1], P(k) entraine P(k + 1). D’apres le
principe de récurrence, P(k) est vraie pour tout k dans [1,2n].
En particulier, pour k = 2n, gf”) s’annule en au moins 2n + 1 — 2n = 1 point du segment | — 1,1]
(donc du segment [—1,1]). On note ¢ un tel point.

v. (P™)? est un polynome de degré 2n, donc sa dérivée 2n-iéme est égale 4 la dérivée 2n-ieme de son

monoéme dominant, qui est

2n@2n+1)...(n+1)X")? = (@) x2n

n!
- . . . . (2n)!)3
En dérivant 2n fois ce mondéme, on obtient le coefficient constant W
n!
De plus, B,, est un polynéme de degré strictement inférieur a 2n, donc Bﬁ?n) = 0. Ainsi, pour tout

tel-1,1],

gC(EQn)(t) — f(Zn)(t) - ((271)')3

Ainsi, en évaluant en ¢ :

ity a= 4200 (2

(12 @)y

vi. En remplagant « par 'expression trouvée dans la question précédente dans I'égalité g, (x) = 0, on

(n!)?
(@n))?

0=f®(c)-a-

trouve :

0=g:(z) = f(z) = Bn(z) - FE(e) - (P ())?,

d’ou le résultat.

(c) e D’apres 'égalité précédente, étant donné z distinet de 71, ..., 7y,

_ (n))? (2n) (n) 2
7(@) = Bal@)l = (g - £ @) (P @)
Ici, ¢ dépend de x qu’on s’est posé initialement. Mais, par définition de My, (f), puisque ¢ € [—-1,1],
on a |f?)(¢)| < My, (f), et par conséquent
(n!)?

((2n)1)?

Ici, le majorant ne dépend de x que par l'expression PT(Ln) (z), et cette inégalité est vraie pour tout
x € [—1,1] distinct de r1,...,7p.

[f(z) = Bn(z)| < Mz (f)(PS (2))%.

e S’il existe j € [1,n] tel que x =1y, alors | f(z) — By (x)| = 0, et I'inégalité est encore vraie, puisque le
terme de droite est toujours positif (Mo, (f) est positif car ¢’est la maximum d’une fonction positive).

Ainsi, l'inégalité est vraie pour tout = € [—1, 1].
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(d) On utilise I'inégalité triangulaire pour les intégrales, rappelée en introduction, ainsi que la question
III-1(d) :

[T () = Tn(H) = 1T (f) n)l = ’/ (1)) dt’ /1 |f(t) = Bn(t)] dt.

-1

On utilise maintenant la majoration de |f(t) — B, (t)| obtenue dans la question précédente :

h?

) (n
) = T < oy

' (n) 2
M) / (P @)

La question I-3(¢) donne alors :

n! 2 2n+1 | n! 2
T0) - )] < () 2y
_ (n)*\* 2
= Man(f) - ((2@!) (2n+ 1)(2n)!

MZn(f) 22n+1
- (2n)2 (2n+ 1)1
3. (a) f estla composée de g par la fonction affine h : t — % ¢ 252 Or, h([-1,1]) C [a,b] (c’est méme une
égalité, h étant une bijection de [—1,1] sur [a,b] d’aprés le theoreme de la bijection), et g est de classe
C?" sur [a, b]. Ainsi, f = go h est de classe C*" sur [—1, 1]. De plus, les régles de dérivation des fonctions

composées donnent
b—
vie L1, f(t) = —5=g o hb),

et, par une récurrence immédiate, pour tout k € [1,2n] et tout ¢t € [—1,1],

k
1) = (252) 9 onte

Ainsi, en particulier,

b—a\?" b b—
vt e [-1,1], f(2">(t)=< 2“) g (a; tt- a).

2

Or, pour tout ¢ € [—1,1], Eb +¢. 222 € [q, 8], donc |g®™) (&2 + 1 252)| < My, (g), par définition de

cette quantité. Ainsi

2n
we L 11 0)< (250) Malo)

De plus, Ma,(g) étant le maximum de |[g(™)| sur [a, b], il existe to € [a,b] tel que g™ (tg) = May,(g).
Soit alors xy 'unique réel de [—1,1] (h étant une bijection de [—1,1] sur [a,d]) tel que h(zg) = tg. On
obtient donc

o= (152) ot = (152) lotwn = (152 Dnto

b—
Ainsi, ( ) Ma,(g) est un majorant de |f™)| sur [—1,1] et il est atteint en une certaine valeur,

zo € [~1,1]. C’est donc le maximum de | f(™)| sur cet intervalle. Ainsi :

b—a 2n
M) = (M50) Mo
(b) D’apres I1I-2(d), on a :

22n+1

1 i M2n(f)
‘/lf(t) dt—;)‘jf(rj) < (27?)2 '(2n+1)!’



ELBILIA=IY

Prépas MPS| Problemes Corrigés Prof. Mamouni

[ht{:p ://elbilia.sup] [http ://myismail.net]

d’ot1, en multipliant par b_T“ et en utilisant la relation entre les intégrales de f et de g donnée dans

I’énoncé (changement de variable),

b atb  b—a Mo, (f) 22(b—a)
/a o) = ZA ( S ) ) (z”)z RCZEEN

Enfin, d’apreés la question III-3(a), on obtient :

b at+b b—a Ma,(g9) (b—a)*t!
/a 9(w) d“_ ZA ( Ty ) S (2n)2 C@2n+ 1)

Partie IV — Etude d’un cas particulier

1. e Ona:
* Py =(X?-1)2,
« Py =4X(X%—1) =4X3 — 4X,
* Py =4(3X2%-1)
e Ainsi, les racines de Py sont 1 = —% et ry = %
e On en déduit :
« leﬁz_ﬂ(X_L>: \/_X-i- . Ainsi :

™1 —7T2 2 \/g
Va1 VB, ]!
A= VO cht:[——t2 —} — 1.
! /_1< 2 +2) 17 Tal
+ De méme, Ly = 2= — ‘/_X—l—

T2 — ""1

VAR
A :/ St | dt=1.

2. Ainsi, d’aprés le résultat de la question I1I-3(b) appliqué avec n = 2, g étant bien de classe C*, on obtient

[t (2552 o (252 5))|
= /abg(U) du—b_TajiAjg (aTer—Tj'b_Ta>

< M) (b—a)® _ Ma(g) (b—0a)® _ Mi(g)(b—a)®

= (421)2 507 7 36 120 4320

3. On pose pour tout k € [0,p], dp, =a+ k- b_T“, et pour tout k € [1,p], ¢k le milieu de Vintervalle [dy_1, dy],

di+di41
2

c’est-a-dire ¢, = . Ainsi, en appliquant le résultat de la question précédente a l'intervalle [di_1,d],

on obtient

e dy — dj— dy — dje— dy —d
du_ B kl((_k k1>+(+k k+1>)
/d“gw) e (I CRE e  ETI CRE e

h—
Or, dp —dx_1 = —a, d’ot, pour tout k € [1,p] :
p

i b—a b—a b—a My(g9)(b— a)®
u) du — ck——F7=|+glek+ < —=—.
/dkl 5tv) 2p <g< g 2p\/§> g( g 2p\/§>) 4320p°

My(g)(dp — di—1)°
= 4320 '
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En utilisant la relation de Chasles (remarquez que dy = a et d, = b) et I'inégalité triangulaire, on obtient

[oman 525 (- 55) (- 57))

k=1

S ([ et o= ) vo (o 58)|
E|(L 015 (o 5) ol 53)

1
Ma(g)(b—a)® _ Mu(g)(b—a)®
4320p5 4320p%

X

la derniére inégalité provenant de la question précédente.

4. (a) La fonction g est la composée de la fonction polynomiale x — —z? de classe C*° sur [—1,1] et & valeurs

dans [—1, 0], et de la fonction y — e¥, de classe C* sur [—1,0]. Ainsi, g est de classe C* sur [—1, 1].

(b) Un peu de calcul : fastidieux mais sans difficulté.

o Vze[-1,1], ¢'(z) = —2ze"

e Voe[-1,1], ¢"(z) = (422 — 2",

e Vz e [-1,1], ¢®(z)=(—82%+ 4z + 8z)e~"" = (—82° + 12z)e*",

o Vz e [-1,1], ¢gW(x)= (162 — 2422 — 2422 + 12)e~*" = (162 — 4822 + 12)e~*",

(c) Ici, on prend a = —1 et b = 1. On peut donc expliciter ¢ :
1 2(k—1 2k 2k —1—
el wmb (e 220 ) Bty

2 P P 2p

D’autre part, pour tout x € [—1,1],
162* — 4822 +12 > 12 — 4822 > 12 — 48 > —36 et 162* — 4822 + 12 < 162* + 12 < 28 < 36.

Ainsi, puisque 0 < e=* < 1, on en déduit que pour tout z € [—1,1], |¢"(z)| < 36, donc My(g) < 36.

Ainsi, l'inégalité de la question IV-3 devient :

1 p 5
2 1 2k—1-p 1 > (2k—l—p 1 )) 36 - 2 36
e " dt— - E - + + < = .
‘/_1 p (g ( 2p »V3 g 2p V3 4320p*  135p*

k=1

(d) Pour que la somme soit une valeur approchée de l'intégrale a e prés, il suffit que < g, donc que

36
135p*

p* > %, donc que p > ¢/ lgga. On peut donc prendre
36

=E({/—=—]+1

b (\/ 135g> b

Cela donne le fragment de programme suivant (on n’écrit que la procédure demandée, et les éventuelles

oul F désigne la partie entiére.

fonctions et procédures nécessaires a son fonctionnement). Nous répondons & la question telle qu’elle est
posée. Il serait cependant plus logique d’écrire une fonction plutét qu’une procédure pour ce calcul de

valeur approchée, le but étant le calcul d’une valeur numérique.

function g(x:real):real;

begin
g:= exp(-x*x);
end;
function h(k,p:integer) :real; {FONCTION TERME GENERAL DE LA SOMME}
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begin
h:=g((2xk-1-p)/(2*p) -1/ (p*sqrt (3)))+g((2xk-1-p) / (2*p)+1/(p*sqrt(3)));
end;

procedure calc_int(err:real; var I:integer);

var k,p:integer;

begin
p:= int(sqrt(sqrt(36/(135%err))))+1; {BORNE D’ARRET}
I:=0; {INITIALISATION DE LA SOMME}
for k:=1 to p do
I:=I+h(k,p); {AJOUT DES TERMES LES UNS APRES LES AUTRES}
I:=I/p;

end;



