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Devoir Suryeillé N° 7. L, .
Algebre Linéaire
Polynoémes, EV & Matrices

Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 — | (RANG).| Soit m € R. On pose : M = 01 92 1
1 m m 2

1) Déterminer le rang de M en fonction de m.

2) Dans cette question, on note f I'endomorphisme de R* canoniquement associé a la matrice M.
On suppose en outre que : m = 1.

a) Préciser le rang de f, ainsi que la dimension du noyau de f.

b) Déterminer une base de I'image de f, ainsi qu'une base de son noyau.

EXERCICE 2 — | (SEV DE MATRICES).| Dans M;5(R), on considére la partie F' constituée des matrices
M telles que :

1/ la somme des coefficients de la deuxiéme colonne de M est égale au double de la somme des coefficients
de sa premiére colonne ;

2/ la somme des coefficients de la troisiéme colonne de M est égale a trois fois la somme des coefficients de
sa premiére colonne;

3/ la somme des coefficients de la quatriéme colonne de M est égale a quatre fois la somme des coefficients
de sa premiére colonne

4/ la somme des coefficients de la cinquiéme colonne de M est égale a cinq fois la somme des coefficients de
sa premiére colonne.

Etablir que F' est un sev de M5 (R) de dimension 21.
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PROBLEME 1 — | (DIAGONALISATION D’UN ENDOMORPHISME DE R,[X]).

L’objectif de ce probléme est d’étudier un endomorphisme de Ro[X]. Les trois premiéres parties sont des
applications tres classiques du cours. Les deux derniéres parties expliquent les choix faits dans la premiére
moitié du probléeme.

Dans ce probléme, on note B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X].
On note également : id = idg,[x].

» PARTIE A - Etude d’un endomorphisme.

Pour tout polynome P dans Ry[X], on pose :

f(P)=2X+1)P—-(X*-1)P
1/ Justifier que pour tout P € Ry[X], on a f(P) € Ry[X].

2/ Désormais on note f Papplication :

fRQ[X] RQ[X]

P—=(2X+1)P—(X?—1) P
Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X].
3/ Ecrire la matrice A = Mg (f) de f dans la base B.
4/ Calculer le rang de f. Que peut-on en déduire pour ’endomorphisme f 7
5/ Etablir que 1’équation
(E) : P+ P =X?P' —-2XP
admet comme unique solution dans Ry[X] le polynome nul.

» PARTIE B - Etude des éléments invariants par f.

On g’intéresse dans cette partie au sev de Ry[X] constitué des polynomes P € Ry[X] laissés invariants par
f, c’est a dire tels que :

ker (f —id) = {P € Ry[X], f(P)= P}

A cette fin, on pose : g = f —id.
6/ Ecrire la matrice C' = Mg (g) de g dans la base B.
7/ Déterminer le rang de la matrice C'.
8/ Déterminer Im g et ker g, en précisant une base de chacun de ces sous-espaces vectoriels.
9/ Calculer C?. L’endomorphisme g est-il un projecteur de Ry[X]?
10/ Etablir que : Ro[X] = kerg @ Im g.
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» PARTIE C - Changement de base.

On considére la famille B’ = (P, P, Ps) avec :

P =X?-1; Py = (X —1)°;
11/ Etablir que la famille B’ est une base de Ro[X].

12/ Ecrire la matrice de passage P de la base B a la base B'.

13/ Aprés avoir briévement justifié que P est inversible, calculer P~1.*

14/ Ecrire la matrice A’ = My (f) de f dans la base B'.T

15/ En déduire qu’il existe (au moins) un polynéme S € Ry[X] non nul, tel que f(S) = 3S. Donner un

exemple d’un tel polynéme S.

16/ Soit n un entier naturel. Préciser 'expression de A™, ainsi que le lien entre A™ et A",

» PARTIE D - Origine de B'.

Dans la partie précédente, on a introduit une base B dans laquelle la matrice de f est diagonale (cad “par-
ticulierement simple”). Comme vous vous en doutez, cette base n'a pas été choisie au hasard, et la méthode

générale pour la déterminer reléve du programme de Spé.

Néanmoins, il existe dans le cas particulier de cet exercice d’autres méthodes pour expliquer 'origine de
la base B, uniquement basées sur des connaissances de Sup. L’objectif des parties D et E est précisément de

présenter ces méthodes.

On reprend ici la notation de la partie B: g = f —id.

17/ Montrer que Im (g) est stable par f, c’est a dire que : f (Im (g)) C Im (g).

18/ On note ¢ = fi, (). D’aprés la question précédente, ¢ induit un endomorphisme de Im (g) :

¢ :Im (g9) ——1Im (g)

P—f(P)

a/ Expliciter une base By de Im (g).*

b/ Ecrire la matrice U = Mp, (¢) € Mz (R) de ¢ dans la base B,.

¢/ Soit A un réel. Etablir que :

3P Im (g)\ {0}, ¢(P) = A\P] <= [det (U — AlL) = 0]

d/ Reésoudre dans R Péquation : det (U — Ay) = 0.

1
x. On pourra vérifier que P~! = 1 R, ou R € M3(R) est une matrice dont les coefficients appartiennent & {—2,—1,0, 1, 2}.

7. On pourra vérifier que A’ est une matrice diagonale.

1. Le cas échéant, vous pouvez utiliser ce que vous avez fait au cours de la partie B.
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» PARTIE E - Origine de B’ (alternative).

19/ Deux propriétés générales des endomorphismes de R,[X].

Soit p € Z (Ry[X]), et soient A1, Ag et Az trois réels deux a deux distincts. On suppose qu'’il existe trois
polynomes non nuls P, @ et R dans Ry[X] tels que :

@(P) =\ P; P(Q) = MQ; o(R) = MR

a/ Etablir que la famille F' = (P, @, R) est une base de Ry[X].

b/ Montrer que : [p € GL (Ry[X])] <= [AMA2A3 # 0]

20/ Soit A un réel, et soit P € Ry[X]. Etablir que f(P) = AP si et seulement si P est solution de I’équation
difféerentielle (22 — 1)y — 2z +1— X))y = 0.

21/ On note (E)) Péquation différentielle : (22 — 1)y’ — 2z +1— \)y = 0.

a/ Résoudre 'équation différentielle (Ey) sur I'intervalle I = ]1;+o00].*

b/ Montrer qu'il existe une fonction polynomiale non nulle solution de (E)) sur |1;+o00 ] si et seulement
siAe {—1;1;3}.
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CORRIGE

EXERCICE 1 — | (RANG).| Soit m € R. On pose : M =

o O =
e )
N D =
— =

1 m m 2

1) Puisque le rang d’une matrice est invariant par opérations élémentaires sur ses lignes* :
1

(1) ? (1] 1 1 0 1 1 0 1
rg(M) =rg 0 1 9 1 =1+rg| 1 2 1 |=1+rg| O 2 0
m m—1 1 0 m—1 1—m
0m m—-—1 1
9 0 3sim=1
:2+rg(m_1 1—m> D’ou : |rg(M) =
4sim e R\ {1}
1 011
0101
2) On suppose donc : Matg(f) = 01 92 1
11 1 2
a) D’aprés la question précédente : |rg(f) = 3| D’aprés le théoréme du rang : |dim Ker(f) = 1|.

b) On a : Im(f) = Vect (Cy, Cy, C3,Cy) ot les C; désignent les vecteurs colonnes de la matrice Matg(f).
Clairement : Cy = Cy 4+ Cy. D’ou : | Im(f) = Vect (C1, Cy, C3) |. La famille (C, Cy, C3) étant génératrice de
Im(f) et de cardinal égal a sa dimension, ¢’en est une base.

1
On déduit également de la relation Cy = C7 + Cy que f(?l + 7y — ?4) = 0. D’ou (1) € Ker(f).
-1
Comme on sait par ailleurs que Ker(f) est une droite vectorielle (2-a), on peut conclure :
1
1
Ker(f) = Vect 0
-1

%, Et ses colonnes.
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EXERCICE 2 — | (MATRICES “FUN”).

Pour tout entier j € [ 1,5 |, notons f; I'application :

R

fi = M5(R)
5
Ar—m—— Z Q45
i=1

Une matrice A étant donnée, le réel f;(A) est donc la somme des coefficients de sa j-éme colonne. Il est
immeédiat que f; est linéaire. Posons a présent :

f2(A) = 2/1(A)
f3(A) = 3f1(A)
VA e Ms(R), A) =
5(R),  »(A) £1(A) — 4£(A)
f5s(A) = 5f1(A4)
L’application ¢ est clairement linéaire, et par définition de F', on a : F' = ker ¢.

1 0 0 0
0 1 0 0
En outre, on a : ¢ (Erp) = o> ¥ (E3) = o | ¥ (Bug) = 11 % (Ei5) = 0
0 0 0 1

Il s’ensuit que ¢ est surjective, puisque I'image de ¢ est un sev qui contient une base de R* (d’aprés ce qui
précéde).

D’aprés le théoréme du rang, on a donc : dimker ¢ = M5(R) — rgp = 25 — 4, soit dim ker ¢ = 21.

Conclusion : F est un sev de M5(R) de dimension 21 |.
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PROBLEME 1 — | (DIAGONALISATION D’UN ENDOMORPHISME DE R;[X]).

1/ Soit P € Ry[X]. Il existe trois réels a, b et ¢ tels que : P = aX? + bX + c. On a alors :
f(P)=02X+1)(aX?*+bX +¢) — (X?—1)(2aX + D)
< f(P) =2aX3+20X% +2cX +aX?+bX +c—2aX? - bX?+2aX +
< f(P)=(a+b) X*+ (2a+b+2c) X +c+be Ry[X]

Par suite : |V P € Ry[X], f(P) € Ry[X].

2/ D’aprés la question 1, on a : f (Re[X]) C Ry[X]. L’application f est donc bien définie. Montrons sa
linéarité : soient P et () dans Ro[X], et soient A et 1 deux réels. On a :

FOP+pQ) = 2X +1) (AP + pQ) — (X* = 1) (AP + pQ)’
S fAP+pQ) = X+ 1) P+ p(2X +1)Q — (X? = 1) (AP + pQ')
S fAP+uQ)=A2X +1)P+u2X+1)Q -2 X?*-1D)P —pu(X*-1)Q
< fOAP+uQ)=N2X+1H)P—-(X2=1D)P|+p[X+1)Q - (X2-1)Q]
= fAP+pQ) = Af (P) +pf(Q)

Il s’ensuit que f est linéaire. |Conclusion : f € £ (Ry[X])|

3/Ona: f(I)=2X+1let f(X)=2X?>+X)—(X?-1)=X2+ X +1.
En outre : f(X?) = (2X3 4+ X?) — (2X3 — 2X) = X? 42X,

On en déduit que : [A = Mg (f) =

(el RN
—_ = =
= N O

110 L
4/ Ona:rg(f)=rg(A)=rg| 2 1 2 :1—|—rg< 1 1).
011

1

La matrice ( 11

2 -1 2
1 ) est inversible car de déterminant non nul, donc : rg ( ) = 2.

Il s’ensuit que rg(f) = 3. En particulier 'endomorphisme f est surjectif, et puisque Ryo[X] est un R-ev
de dimension finie, on en déduit que f est un automorphisme de Ry[X].
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5/ Soit P € Ry[X]. On a :

P+P =X*P' —2XP<+= 2X+1)P- (X’ - 1) P'=0+= f(P)=0<= Pec ker f <= P =0

(la derniére équivalence provenant du fait que f est un automorphisme de Ry[X]).

Conclusion : I'équation P + P’ = X?P’ — 2X P admet comme unique solution dans Ry[X] le polynoéme nul.

» PARTIE B - Etude des éléments invariants par f.

6/011&C:MB(Q):MB(f—ld):A—Ig D’ou : C:MP,(g):

O NN O
_ o =
S NN O

7/ Ona:rg(C)=rg

o NN O

1 0 2 0 2 10

0 2 |=rg|l 010 :1+rg(1 0).D’01‘1:rg(0):2
1 0 010

8/ D’apreés la question précédente, on a : rg(g) = 2. Donc, d’aprés le théoréme du rang : dimker(g) = 1.

De plus, d’aprés la question 6 : Im (g) = Vect (2X, X? +1).7. D’ott : Im (g) = Vect (X, X? +1). La famille
(X, X%+ 1) est une base de Im g, puisqu’elle est génératrice et de cardinal égal & la dimension de Im (g).

Toujours d’aprés la question 6, on a : g(1) = g(X?). Il s’ensuit que X? — 1 appartient & ker g. Puisque ker g
est une droite vectorielle, on a : ker g = Vect (X2 —1).%

Conclusion. dimIm (g) = 2 et Im (g) = Vect (X, X? + 1) ; dimker(g) = 1 et ker(g) = Vect (X? — 1) |.

010 010 2 0 2
9/Ona:C*=1| 2 0 2 2 0 2 |dou:|C?=|[0 40
010 010 2 0 2

Puisque C? # C, on a g # g. Ainsi : | g n’est pas un projecteur de Ry[X] |

10/ On a : ker(g) +Im (g) = Vect (X, X% + 1, X? — 1). Montrons que la famille Z = (X, X? + 1, X% — 1) est
libre. A cette fin, on suppose qu’il existe trois réels a, 5 et v tels que :

aX + (X2 +1)+~9(X*-1)=0 (W)

Par évaluation en 0, on obtient : § —~v = 0.
Par évaluation en 1, on obtient : a4+ 28 = 0.
Par évaluation en —1, on obtient : —a + 25 = 0.

On en déduit immédiatemment que «, 5 et v sont nuls. Ce qui prouve que la famille 2 est libre. Puisque le
cardinal de Z est égal a la dimension de Ry[X], on en déduit que & est une base de Ro[X]. En particulier :
Ry[X] = Vect (#) d’ou : Ry[X]| = ker(g) + Im (g).

Par ailleurs, d’aprés le théoréme des quatre dimensions :
dim (ker(g) N Im (g)) = dimker(g) + dim Im (g) — dim (ker(g) + Im (g)) d’ou : dim (ker(g) N Im (g)) = 0.

On en déduit que : ker(g) N Im (g) = {0}.
En résumé : Ry[X] = ker(g) + Im (g) et ker(g) NIm (g) = {0}. Par suite : |Ry[X] = ker(g) @ Im (g) |

. L’'image de g est le sev engendré par les images par g de 1, X et X2, dont les coordonnées sont données par les colonnes
de la matrice C.
I. En particulier, le singleton {X2 - 1} est une base de ker g.
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» PARTIE C - Changement de base.

11/ Montrons que la famille B' = (X? — 1, (X — D%, (X + 1)2) est libre. A cette fin, on suppose qu’il existe
trois réels a, [ et 7y tels que :

a(X2—1D)4+B(X -1 +~7(X+1)°=0 (W)
Par évaluation en —1, on obtient : 5 = 0.

Par évaluation en 1, on obtient : v = 0. On en déduit alors que : a = 0. Ce qui prouve que la famille B" est
libre. Puisque le cardinal de B" est égal a la dimension de Ry[X], on en déduit que B’ est une base de Ry[X].

Conclusion : la famille B’ = (X? — 1, (X —1)*, (X +1)?) est une base de Ry[X].

-1 1 1
12/ La matrice de passage de la base B a la base B’ est : | P = Pgp = 0 —2 2
1 1 1
T by —r4+y+z=>0b r=y+z—10h
13/Ona:Pl y | =1 b | <= —2y+2z2=0b <= 2y+2z=0b
z bs r4+y+z=bs 2y + 22 = by + b3
$:y+2’—b1 .T:(bg—bl)/Q
= dy=b —by+by <= ¢ y=(by —by+b3)/4
4Z:b1+b2+b3 Z:(b1+b2+bg)/4
1 -2 0 2
On en déduit que : P_IZZ 1 -1 1
1 1 1

14/ D’aprés la formule du changement de base : My (f) = PyMsp (f) Pgp'. Avec les notations de I’énoncé,
on a donc : A’ = P71AP.

1 -2 0 2 1 10 -1 1 1 1 0 O
Ainsi:A':Z 1 -1 1 21 2 0 -2 2 = 0 —1 0
1 1 1 01 1 1 1 0O 0 3
1 0 0
Conclusion : A’ =My (f)=| 0 =1 0
0 0 3
15/ D’aprés la question précédente : | f ((X + 1)2) =3(X + 1)2 )

16/ Pour tout n € N, on a : | A" = diag (1, (—1)",3") et A" = PA"P~L.

» PARTIE D - Origine de B'.

17/ On peut observer que f commute avec g, puisque : fog= fo(f—id)=f?— f=(f—id)of=go f.
Il s’ensuit que : | f (Im (¢g)) C Im (g) |
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18/ a/ D’apreés la question 8 : |une base de Im g est By = (X, X2+ 1) |

b/Ona:p(X)=f(X)=1+X+X?= X+(X2+ 1) et o(X?+1) = f(X?+1) = 1+4X+ X% =4X+(X? + 1).

On en déduit que : U:MBO(go):(} 11)

¢/ Soit A un réel. On a :
[3P € Im (¢)\ {0}, p(P) = AP] <= [ker (p — Aidg2) # {0}] <= [p — Aidg2 non injective]

<= [¢ — Aidgz non bijective] <= [U — A1z ¢ GLy (R)] <= [det (U — Aly) = 0]

Conclusion. [P € Im (g)\ {0}, ¢(P) = AP] <= [det (U — Alp) = 0] |.

d/ On a : [det (U — Ay) = 0] <= [det(lz)\ 1fk):o} = [(1-))°—-4=0]

= 22 -3=0] < [A+1)(A—3) =0l

Conclusion. [det (U — Alp) = 0] <= [(A = —1) V (A = 3)]|.

» PARTIE E - Origine de B’ (alternative).

19/ a/ Supposons qu’il existe trois réels oy, as et as tels que : a1 P + asQ +asR =0 ().
Alors : ¢ (a1 P + as@Q + azR) = 0. D’out : ay A\ P + agAa@ + azA\3R = 0.

En soustrayant a cette relation I’égalité A; (M), on obtient :

Oég()\g—)\l)Q+063()\3—)\1>R:0 (@)

Dot : f(az (A2 = M) Q+az(As— M) R) =0
<> g o ()\2 — >\1) Q + Oég)\g ()\2 — )\1) R=0
En soustrayant a cette relation I’égalité A\, (#), on obtient : ag (A3 — A1) (A2 — A1) R = 0.

Le polynéme R étant non nul, on en déduit que : ag (A3 — A1) (Aa — A1) = 0. Les réels \; étant supposés deux
a deux distincts, on en déduit que : ag = 0. Ce résultat et la relation (©) donnent ay = 0, puis on obtient
a; = 0 a laide de la relation ().

Ainsi la famille F' = (P, @, R) est libre, et puisque Card(F') = dim R,[X], on peut conclure.

Conclusion. Soit ¢ € Z (Ry[X]), et soient A1, Aa et A3 trois réels deux a deux distincts. On suppose
qu'’il existe trois polynomes non nuls P, @) et R dans Ry[X] tels que :

@(P) = M P; 0(Q) = AQ; ¢(R) = 3R

Alors la famille (P, @, R) est une base de Ry[X].
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b/ » Sens direct : supposons que ¢ € GL (Ry[X]). Raisonnons par 1’absurde et supposons que I'un des \;
soit nul. SNALG, on peut supposer que A\; = 0. Alors il existe un polynéme P non nul tel que ¢(P) = 0, ce
qui entraine que ¢ n’est pas injective, donc pas bijective : contradiction.

Par conséquent, tous les \; sont non nuls. On a établi que : [p € GL (Ro[X])] = [MA2A3 # 0].

» Réciproque : supposons que A;As\3 # 0. Soit S un polynéme appartenant au noyau de ¢. Puisque F' est
une base de Ry[X], il existe trois réels a, b et ¢ tels que : S = aP+bQ+cR. Dot : p(S) = a\i P+ Q+cA3R.
Comme S € ker ¢ et que la famille F' est libre, on en déduit que : al; = by = cA3 = 0.

Les \; étant non nuls, on en déduit finalement que : a = b = ¢ = 0. Par suite, S = 0. D’ou : ker o = {0}, et
¢ est donc un automorphisme de Ry[X].

Ce qui montre : [p € GL (Ry[X])] <= [MA2A3 # 0].

Conclusion. [QO € GL (RQ[X])] < [/\1)\2)\3 7é 0] .

20/ Soit A un réel, et soit P € Ry[X]. On a :

[f(P)=AP] <= [2X +1)P— (X2 -~ 1) P = \P] <= [2X +1- AP — (X2~ 1) P' = (]

= [(X2—1)P —(2X+1-X\)P =0

Conclusion. f(P) = AP SSI P est solution de I’équation différentielle (z? — 1)y’ — (22 +1—N)y =0/

21/ a/ D’aprés le cours, la solution générale de (Ey) sur [ est : Vo € I, fy(z) = Ce 4@ ou C est un réel

2 1—A
et A désigne une primitive de b/a sur I (b/a désignant la fonction : z € I — x—g—l)
x J—
On a par exemple (& une constante d’intégration preés) :
20 +1— A\ 2\ 1—-A 9 1—-A 1 1
Vo e I, A(x)—/ﬁdx—/ﬁ_1dx+/x2_1dx—ln(:v —1) + 5 /:1:—1_1:+1dx

1—A
Dou:Vz € I, A(a:):ln(:v2—1)+T(ln(at—l)—ln(x—i—l))

Dou:|Vze I, fu@)=C2—1)(z— DTV (a4 )22 =0z — 1)EN2 (g 4 1)PD/2|

b/ La fonction z —s C (z — 1)V (z 4+ 1)*™/2 est polynomiale et non nulle si et seulement si les exposants
(3—=AX) /2 et (A+1) /2 sont entiers naturels, ce qui ce produit si et seulement si :

—A A+1
[3T€ Net%e N| <= [ entier impair, 3—A >0, A +1 > 0] < [\ € {-1;1;3}]

Conclusion. Il existe une fonction polynomiale non nulle solution de (E)) sur | 1; 400 si et seulement
si A e {—1;1;3}.

Remarque. Pour C =1, on obtient comme solution particuliere (x — 1)° pour A = —1, (22 — 1) pour A = 1,
et (x+1)% pour A = 3.



