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Simulation‘DS N°7 ..
Algebre Linéaire
Polynémes, EV & Matrices

Centrale MP Mathématiques 1 Calculatrices autorisées 2019

Notations et définitions
Dans tout le probléme, K désigne R ou C, N désigne I’ensemble des entiers naturels et n est un entier naturel.
On note K, [X] le sous-espace vectoriel de K[X] des polynomes de degré inférieur ou égal & n a coefficients dans K et,

pour n > 1, M, (K) la K-algébre des matrices carrées de taille n & coefficients dans K. La matrice unité est notée I,,
et on désigne par GL,(K) le groupe des matrices inversibles de M, (K).

Pour toute matrice A de M, (K), on note A" la transposée de la matrice A, rg(A) son rang, tr(A) sa trace,
xa = det(XI, — A) son polynéme caractéristique, mo son polyndme minimal et sp(A) ensemble de ses valeurs
propres dans K.

Dans tout le probléme, E désigne un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n supérieure ou égale a 2, et
L(E) est l'algebre des endomorphismes de E. On note f un endomorphisme de E.

On note fO =Idg et Vk € N, fF+l = fko f.

Si Q € K[X] avec Q(X) = ap+ a1 X+ -+ an, X", Q(f) désigne 'endomorphisme agldg + ai f + - - - + apm f™. On note
K[f] la sous-algébre commutative de £(E) constituée des endomorphismes Q(f) quand Q décrit K[X].

De méme, on utilise les notations suivantes, similaires a celles des matrices, pour un endomorphisme f de E :
rg(f)? tl‘(f)7 Xf) Tf et Sp(f)

Enfin, on dit que f est cyclique si et seulement s’il existe un vecteur ¢ dans E tel que (2o, f(x0), ..., f* (z0)) soit
une base de E.
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I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

I.A.

Soit M € M, (K).

1.
2.

1.B.

Montrer que M et M' ont méme spectre.

Montrer que M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.

Matrices compagnons

Soit (ag,at,...,an—1) € K" et Q(X) = X"+ ap—1X" "1 + - + ag. On considére la matrice

O ... ... ... 0 —qa

1 0 ... ... 0 -

0 1 —a9
Co=|. .

: . 1 0 —Aanp—2

O ... ... 0 1 —ap_1

Déterminer en fonction de Q le polynome caractéristique de Cq.

. Soit A une valeur propre de CQT. Déterminer la dimension et une base du sous-espace propre associé.

1.C. Endomorphismes cycliques

5.

10.
11.

Montrer que f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est de la
forme Cq, oit Q est un polynéme unitaire de degré n.

Soit f un endomorphisme cyclique. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si x; est scindé sur K et
a toutes ses racines simples.

Montrer que si f est cyclique, alors (Id, f, f2,..., f*!) est libre dans £(E) et le polynéme minimal de f est
de degré n.

. Application 4 une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton

Soit & un vecteur non nul de E. Montrer qu’il existe un entier p strictement positif tel que la famille
(z, f(z), f2(x),..., [P (z)) soit libre et qu’il existe (ap, a1, ..., ap—1) € KP tel que :

aor +arf(x) 4+ -4 ap 1 fPHx) + fP(x) =0

Justifier que Vect(z, f(x), f2(z),..., fP~1(x)) est stable par f.
Montrer que X? + a1 XP™1 + -+ + aq divise le polynéme Xf-

Démontrer que x7(f) est 'endomorphisme nul.
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I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

LA.
1. On a xm = det(XI, — M) = det ((XIn - M)T) = det(XI, — MT) =y, donc

YAEK, X espM) < yu(A) =0 xyr(A) =0 X €sp (MT)

Ainsi sp(M) = sp (MT) et donc | M et M ont méme spectre

2. <= : On suppose que M est diagonalisable.
Ceci q nous fournit P € GL,(K) et D € M,,(K) diagonale telles que M = PDP !

donc M' = (Pfl)TDTP—r = (PT)_1 DP" d’ou M' est diagonalisable

= : On suppose que M' est diagonalisable.

Pour montrer que M est diagonalisable, on utilise 'implication précédente en remarquant que M = (MT)

On a bien montré que | M' est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable

I.B. Matrices compagnons

X 0 ago
-1 X 0 aiq
0 -1 - a2

3. On a XCq (X) = det (XI,, — CQ) = .
: . -1 X Ap_2
0O ... ... 0 -1 X+4+ap_1

On effectue alors les opérations élémentaires pour ¢ allant den —1a 1 : L; +— L; + XL;1q :

o ... ... ... 0 Q((X)
-1 0 ... ... 0 Xvlgg, X" 24+ 4+aX+aq
0 -1 :
XCq (X) =
: =1 0 X2+ ap1X + ap_2
o ... ... 0 -1 X+ ap_1
On développe ensuite selon la premiére ligne pour obtenir
-1 0 0
0 -1 . :
Xeo(X) = (=D)"QEX) | o =DM (=)
: . =1 0
o ... ... 0 -1

Ainsi ’Q est le polyndme caractéristique de Cq ‘

T
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0 1 0 0
0 0 1
4. Ona (Cq) = o 0
0 0 1
—ap —aip ... —Qp—1
On a XcoT = XCq = Q ainsi Q(A) = 0.
x1
€2
Soit X =] . | € M,1(K),
Tn
To = A\1r1 To = Ax1
I3 = )\1)2 r3 = )\21‘1
(CQ) X = AX = {: —
Tn, = Alp-1 Ty = N1y
—apT1 —...— Qp—_1Tp = \In, (—ag — a1 A — ... — a1 A"y = \'ry

Vi€ [2,n], xi= A"l

. T
Ainsi (Cq) X =X <= { Q) = 0

Notez bien que le "ainsi”" concerne toute l'équivalence !

> =

Comme A est racine de Q, alors | dim (E,\ (CQT)) =1, Ey (CQT) = vect(Xy) ou X, =

)\n-— 1

1.C. Endomorphismes cycliques

5. = : On suppose que f est cyclique.
Ceci nous fournit zg € E tel que B = (zq, f(z0), ..., f" !(z0)) soit une base de E

n—1
Il existe alors (Ao, M1, .., An—1) € K™ tel que f"(2o) = Y Aif*(x0)
=0

n—1
Je pose alors Q = X" + Z(—)\i)Xi € K[X]
i=0
de sorte que Q est unitaire de degré n et Mp(f) = Cq
< : On suppose qu’il existe une base B = (ep, e1,...e,—1) de E dans laquelle la matrice de f est de la forme
Cq, ou Q est un polynoéme unitaire de degré n
Alnsi Vi € [[O,n — QH, f(el) = €i+1
done (e, f(en), f2(eo0),- .., f"*(eg)) est une base de E et donc f est cyclique

f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f
est de la forme Cq olt Q est un polynéme unitaire de degré n

6. < : On suppose que x est scindé sur K et a toutes ses racines simples.
Ainsi |sp(f)| = deg(xs) = dimE
donc f est diagonalisable d’apreés le cours
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< : On suppose que f est diagonalisable. Comme f est cyclique,

ceci nous fournit B une base de E et Q € K[X] unitaire de degré n tel que Mp(f) = Cq d’aprés 5.
Ainsi Cq est diagonalisable et il en est de méme pour CQT d’aprés 2
Ainsi K" = @D Ba(Cq) doin= > dim (B (Cq'))
Aesp(f) xesp(Cq')
or on a VA € sp (CQT) , dim (E,\ (CQT)) =1 d’aprés 4 donc ’sp (CQT)} =n
or d’aprés 1 : sp (CQT) =sp(Cq) =sp(f)
donc f admet n valeurs propres distinctes dans K
donc x s est scindé sur K et a toutes ses racines simples

Ainsi ’ f est diagonalisable si et seulement si xs est scindé sur K et a toutes ses racines simples

7. On suppose que f est cyclique.

Soit (Ao, .-+, An—1) € K™ tel que Y Aif* = Oz (p). Montrons Vi € [0,n — 1], A; =0
i=0
Comme f est cyclique, ceci nous fournit € E tel que B = (z, f(z),..., f*'(x)) soit une base de E

donc Z Nif'(x) = Oz (7) = Op
=0

ainsi Vi € [0,n — 1], A\; = 0 car B est libre
Alors | (Id, f, f2,..., f* 1) est libre dans £L(E)

Je note d le degré de m¢. D’apreés le cours on a d = dim (K[f]).

Or (Id, f, f2,..., f» 1) est libre dans K[f] donc d > n

de plus d’apres Cayley-Hamilton, on a x; est annulateur de f

d’ou 7y | x¢ or ce sont des polynomes non nuls ainsi on a d = deg (7y) < deg(xy) =n

ainsi n = d d’ol lle polynéme minimal de f est de degré n‘

On ne se sert pas de cette question pour montrer le théoréme de Cayley-Hamilton dans le paragraphe I.D qui suit.

I.D. Application a une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton

8. On note N, = {m € N* (fi(x))0<i<m_1 libre}.
On sait que 1 € N, car « # Og et que Ym > n, m € N, car dimE =n

Ainsi N, est une partie de N* non vide majorée par n — 1
donc N, admet un plus grand élément p € N*.

Ainsi la famille (fi(:c))0<i<p_1 est libre et la famille (f*(x)),_. , est liee

On a bien lexistence de p € N* et de (ag,1,...,0p—1) € KP tels que la famille
(z, f(z), f2(x),..., P71 (x)) est libre et cpz + a1 f(z) + -+ + ap_1 fPH(x) + fP(z) =0

9. On a f (Vect(z, f(z), f2(z),..., [P (z))) = Vect(f(z), f3(z), f3(z),..., fP(z)) car f linéaire
or fP(z) = —agr — arf(x) + -+ — ap-1 fP(x) € Vect(z, f(2), f(2),..., [P~ (z))
d’ou f (Vect(x,f(x), f(x),..., fpfl(x))) C Vect(z, f(x), f2(x),..., fF~Yx))
Ainsi | Vect(z, f(z), f2(x),..., fP71(x)) est stable par f
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10. Je note alors f I'endomorphisme induit par f sur Vect(z, f(z), f2(x),..., fP~(x))
D’aprés ce qui précede B = (z, f(z), f3(x),..., fP" (z)) est une base de Vect(z, f(z), f3(z),..., [P~ (z))
On remarque que Mp(f) = Cq en notant Q = ag + a1 X + -+ - + ap_ | XP~1 + XP
d’ou xf = Q or X]z|Xf car f induit par f

On a montré que | XP + ap,lXp_1 + -+ + ap divise le polynéme x ¢

11. En reprenant les notations précédentes, on a Q(f)(x) = 0 et il existe P € K[X] tel que PQ = xf

Ainsi x7(f) = P(f) 0 Q(f) done x()(x) = P(/) [QU) ()] = P(£)(0) = 0 car P(f) lincaire
On a ainsi montré que : Vo € E, x(f)(z) =0

or x(f) € L(E) d’ou | x¢(f) est 'endomorphisme nul




