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Devoir Maison N° 1
Logie
Sommes

Exercice 1 (Calcul de sommes) Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

12 n 2i
1. Y 4 2.814+8+89+93+---+405 3. 4. )
k=3 =0

Exercice 2 (Une inéquation) Résoudre I'inéquation /z + 8 > x + 2.

Exercice 3 (Encore des sommes) Soit n € N*. Calculer les sommes

100 98

LY -S4 20 %
k=5 i=3 1<iciend T1
Exercice 4 (Une récurrence) Démontrer par récurrence que pour tout n € N* on a :
" 1
S (-1 = (D
k=1 2

Exercice 5 (Des négations) Pour chacune des assertions, écrire sa négation puis préciser si
I’assertion est vraie en justifiant.

1. Iy eR, Ixr € [0, 40, —x <y < x.
2. Vn € N,3m € N,m? > 2017n.

3. Vx eR, (2? > 9=z > 3).

Exercice 6 (Inégalité arithmético-géométrique) Soit n € N* et z un réel positif ou nul.

On appelle racine n-ieme de z, noté ¥z ou T I'unique réel positif ou nul r tel que r™ = x. Par
exemple, /8 = 2 car 2° = 8.

L’objectif de I'exercice est de démontrer la proposition suivante :
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Proposition 1 Soit n € N* et x1,x9,...,x, des réels strictement positifs. Alors on a

k=1

1 & n
Le réel — Z xp est la moyenne arithmétique de x4, ..., x,, et leréel * H x est appelé moyenne
n \
k=1
géométrique de T, ..., x,.

1. Démontrer que pour tout x > 0, on a In(z) < x — 1 ou In désigne la fonction logarithme
népérien.

2. On note m la moyenne arithmétique de 1, ..., z,.

L
m

Simplifier la somme > _, ( — 1), en déduire 'inégalité arithmético-géométrique.
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Exercice 1 (Calcul de sommes) Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

12
1. ) 4=4x(12—-3+41) =40
k=3

2. On a
n 1

224i+1 - .

=1 7

1 1¢ 1
o~ 2556

1
— X
2

NE

1/16 — (1/16)"+!

!
T2 1-1/16

1 n
= 351 -(1/16)")

3. 301 4 304 + 307 + -+ + 739 + 742 = 217 13k + 1) = BT 5 148, (est une somme
arithmétique de raison 3 avec 148 termes.

Exercice 2 (Une inéquation) Résoudre I'inéquation vz + 8 > x + 2.

Remarquons déja que I'inéquation que I'on appelle (F) est définie pour z > —8.
e Siz e [-8,—2],alors z+2 < 0 et donc v/ + 8 > =+ 2 car une racine carrée est toujours
positive ou nulle. Ainsi I'intervalle [—8, —2] est solution.

e Sixz > —2. Alors z 4+ 2 > 0. L’inéquation (F) est donc équivalente (si a,b > 0, on a
(a<b < a*<V?))a

r+8> (v +2)> = T+ 8> 2 + dad
<— 22 +3r—-4<0
x € [—4,1]

La derniére équivalence provient du fait que —4 et 1 sont les racines du trinéme X? —
3X +4.

Puisque dans ce cas x > —2, 'intervalle | — 2, 1] est solution.
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 Conclusion : les solutions de (F) sont :

-8, —2]u] — 2,1] =[-8, 1].

Exercice 3 (Encore des sommes) Soit n € N*. Calculer les sommes

1. On fait dans la deuxiéme somme le changement de variable k =7+ 1

100 98 100 99

I N ) )
=3 k=4
99 99

= Y K 4+100° — (D (k)® +4°)

k=5 k=5

= 100 — 4% = 1000000 — 64

= 999936.

2. C’est une somme double sur un domaine triangulaire. On a

>y

k=11=k

Exercice 4 (Une récurrence) Démontrer par récurrence que pour tout n € N* on a :

- 1

So(-1ye = (-t

k=1 2
Cest vrai pour n = 1 puisque Yp_;(—1)*k* = —1 et (—1)1w =—1.
Supposons que c’est vrai pour un certain n € N*.
On a
n+1 n n(n+ 1)
DD = (DR ()T 4 1) = () =+ (D)
k=1 k=

—1)" 1 —1)» 1

ce qui prouve que c’est vrai pour n + 1.
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Exercice 5 (Des négations) Pour chacune des assertions, écrire sa négation puis préciser si
I’assertion est vraie en justifiant.

1. P:Vee]- 1,1,y €] - 1,1,y < .
non P:dz el —-1,1,Vye|—1,1[,y >

P est vraie. En effet, soit x €] — 1, 1[. On pose y =
et z. Onay < .

=Lt €] — 1,1], c’est la moyenne de —1

2. P:Vxel0,+oo,z? > x> 0.
non P : 3z € [0, +o0[,z? <z ou =z <0.

P est fausse car si P était vraie pour z = %, on aurait 2 > z, donc + > %, ce qui est faux.

1
4
3. P:VzeR, [(Ve>0,|z|<e) = (z=0)].

non P: 3z e R, [(Ve>0,|z|<e) et (z#0)].

Montrons que P est vraie. Soit # € R tel que pour tout ¢ > 0, |x| < €. Supposons par
I’absurde que x # 0. Alors en prenant ¢ = % >0,onalz| < "5—' et donc 1 < % Contradiction.

Exercice 6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit ay,...,a, et by,...,b, des réels. On veut
démontrer que :

n n n
Zakbk < Za% sz
k=1 k=1 k=1
Pour tout = € R, on pose
n
Z apx + bk

On pose aussi :

A=>"ai, B=Y b et C=> aby.
k=1 k=1 k=1

1. Soit x € R, développer f(z), exprimer le résultat en fonction de A, B et C'.
On a .
flz) = Z z?al 4 b + 2zaby)

=1 k=1 k=1

= Az’ +22C+ B

2. En déduire de ’étude du signe de f, 'inégalité demandée.
Si tous les a; sont nuls, alors I'inégalité est vraie car elle devient 0 < 0.

Sinon, il existe au moins un des a; qui est non nul et alors la somme A = >-}_; a} est stricte-
ment positive, en particulier non nulle. La fonction f est donc une fonction polynomiale du
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second degré, qui est toujours positive ou nulle, car f(x) = >}, (apx + by)? est une somme
de carrés, donc de nombres positifs ou nuls. Le discriminant A de f vérifie donc A < 0. En
effet, si A > 0, alors f s’annule deux fois et change de signe. Or on a A = 4C? —4AB, ce qui
donne, C? < AB et donc par croissance de la fonction racine carrée, on a vVC? < VAVB.

Comme v C? = |C|, on obtient bien le résultat.

3. Application : démontrer que :
n+1

Z\/Eén
k=1

On pose pour k € [1,n], ar = Vk et b, = 1. On a alors le résultat par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

i\/E = Zakbk

k=1
n
= > arby
k=1
n
2 2
< ay Zbk
k=1 k=1
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