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Devoi,r Maison N° 10

Equations Différentielles

EXERCICE — |(EDL1).| Déterminer toutes les fonctions f de €*(R,R) solutions de 1’équation dif-
férentielle :

(Ey) : Yy +y = A e cos(wt) (avec A et w réels strictement positifs)

- PROBLEME 1 — SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 3 -

Dans ce probleme, on étudie les EDL d’ordre 3 a coefficients constants. Au cours de la premiére partie, on
établit des propriétés générales de ces EDL analogues a celles vues en cours dans le cadre des EDL d’ordres
1 et 2. La seconde partie est consacrée a l’étude d’un exemple, c’est a dire a la résolution d’une EDLS dans
un cas particulier.

» PARTIE 1 - GENERALITES SUR LES EDL3.

Dans cette partie, on s’intéresse a une équation différentielle de la forme :

(E) y" 4+ ay” + by + cy = d(x)

oil a, b et ¢ sont des réels, et d une fonction de €°(R,K). Une telle équation sera appellée équation différen-
tielle linéaire d’ordre 3 (et plus rapidement notée EDL3).
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Par analogie avec ce que vous connaissez sur les EDL2, on appellera équation homogéne associée o (E)
I’EDL3 sans second membre :

(H)  y"+ay’" +by+cy=0
Enfin, on appellera équation caractéristique associée a (H) 1’équation :
(EC) X3+aX?*+bX +c=0

1/ Structure de I’ensemble des solutions. On suppose qu’il existe une fonction ¢ € ¢ (R, K) solution
de I’équation différentielle (E). Soit f € ¢° (R, K).

Etablir que f est solution de (E) si et seulement si (f — ¢) est solution de (H).

2/ Recherche d’une solution particuliére de (E), avec second membre du type “e*™”. Soit « € K
un nombre (réel ou complexe donc). On s’intéresse dans cette question a I’équation :

(E) ylll + ayll + byl + Cy — eaw

a/ Montrer que si a n’est pas racine de 'équation caractéristique, alors (F) admet une solution “de la
forme Ke*™, c’est a dire plus précisément qu’il existe un scalaire* K tel que la fonction fp définie
en posant :

Ve R, fp(x) = Ke**
est solution de (E).

b/ On suppose dans cette question que’ :

a4+ aa® +ba+c=0; 3a? 4 2a0 +b = 0; et 6a + 2a = 0

axT»

Montrer que (E) admet une solution “de la forme Kx3e®®”, c¢’est a dire plus précisément qu’il existe

un scalaire K tel que la fonction fp définie en posant :
Vz e R, fp(r) = Kzde™®
est solution de (E).
3/ Principe de superposition des solutions. Démontrer I’énoncé ci-dessous :

Propriété. Soient dy,..., d, n fonctions continues sur R a valeurs dans K.
Soient fi,..., f, n fonctions de €3 (R, K) telles que :

Vie[1,n], fi est solution de (E;) :  y" +ay” + by + cy = d;.

Alors pour tout (Aq,...,A\,) € K",

la fonction Z i fi est solution de I'équation différentielle v + ay” + by’ + cy = Z Aid;.
i=1 i=1

x. On appelle scalaire un élément de K; le mot “scalaire” est donc synonyme de “nombre réel ou complexe”.
1. Dans ce contexte, on dira que « est racine triple de I’équation caractéristique.
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A partir de maintenant, on fixe dans ce probléme K = R.

En particulier, lorsque ’on demandera de résoudre une équation différentielle, il s’agira de
trouver les solutions de cette équation différentielle & valeurs réelles.

» PARTIE 2 - RESOLUTION D’UNE EDL3

On définit sur R trois fonctions ¢;, g2 et g3 en posant :

2 2

g:rERr— e ™; g2:x ER+—— e *"cos(x) et g3:x € R— e *sin(z)

On note par ailleurs :
(H1) y" +5y" + 9y +5y =0

5/ Vérifier que gy est solution de (H1).
6/ Vérifier que go est solution de (H1).
On admettra par la suite que gs est également solution de (H1).
7/ Justifier que pour tout triplet (A;, Ao, A3) € R?, la fonction (A1g; + Aaga + A3g3) est solution de (H1).

8/ Le but de la fin de cette partie est d’établir que la réciproque de 'assertion obtenue dans la question
précédente est vraie, c’est a dire que toute solution de (H1) peut s’écrire comme combinaison linéaire
des fonctions gi, g; et gs.*

On considére une fonction f € ¢* (R, R), solution de (H;).

a/ On pose: g = f"+4f 4+ 5f. Montrer que g est solution de I’équation différentielle

(H>) y+y=0

b/ Donner la solution générale de 1'équation différentielle (Hs) (il n’est pas indispensable de détailler
cette question).

¢/ Résoudre I'équation différentielle : (Hj) y"+4y + 5y =0.
d/ Soit A un nombre réel. Résoudre I’équation différentielle : (E}) y' + 4y 4+ 5y = e ™",

e/ Conclure, en donnant la solution générale de (H1) (réponse a justifier trés soigneusement).

9/ Déterminer la solution générale de ’équation différentielle (Es) :

(E2) o +5y" + 9y + 5y = 102 ch(2z)

1. Une combinaison linéaire des fonctions g;, g2 et g3 est précisément une fonction de la forme A1g; + A2gs + Asgs, ol
les \; désignent des nombres réels.



CORRIGE I

EXERCICE — |(EDL1).| Déterminons toutes les fonctions f de ¢*(R,R) solutions de I’équation
différentielle : (Ey) : Y +y=A e cos(wt) (avec A et w réels strictement positifs).

Puisque les coefficients et le second membre de I’équation différentielle sont des fonctions continues sur R,

et que la fonction “a” ne s’annule pas (elle est constante égale & 1) sur R, on peut effectivement résoudre
I'équation (F;) sur R.

L’équation homogene associée a (E7), qui est ¥’ +y = 0, ne nécessite pas une trés longue étude. .. La solution
générale de ' +y =0est : Vi € R, fy(t) = Ke™" (avec K € R) ().

On se propose de déterminer une solution particuliére de (E;) par la méthode de variation de la constante.
Posons : Vt € R, fp(t) = K(t)e " ot K désigne une fonction de classe €' sur R. Sous cette hypothése, la
fonction fp est dérivable sur R, et on a pour tout ¢ réel : fp'(t) = et (K'(t) — K()).

On en déduit que pour tout réel £ on a :

fP'(t) + fp(t) = ™" (K'(t) = K(t)) + K(t)e™ = K'(t)e”
Par conséquent, la fonction fp est solution de (E;) SSI pour tout réel ¢ on a : K'(t)e”" = Ae’ cos(wt). En
résume :

| fp est solution de (E;)| < [Vt € R, K'(t) = Ae? cos(wt)]

Reste donc & déterminer une primitive sur R de la fonction (continue sur R) qui & tout réel ¢ associe
e cos(wt). Cela peut se faire par exemple comme suit :

/ezt cos(wt) dt = Re [/ eltelwt dt] = Re {/ p(2tiw)t dt] — Re { : e(2+1w)t:|
241w
2t

_ 2-iw o . e _
= Re [4 ok (cos(wt) + 1sm(wt))} = I (2 cos(wt) + wsin(wt))

—t

4 + w?

On en déduit que la fonction fp:t € R +— (2 cos(wt) + wsin(wt)) est solution de 1'équation (E).

Conclusion. La solution générale de (E;) est :

Vte R, f(t) = (4+w2

(2 cos(wt) + wsin(wt)) + K> e’ (avec K € R arbitraire)




- PROBLEME 1 — SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 3 -

» PARTIE 1 - GENERALITES SUR LES EDL3.

Dans cette partie, on s’intéresse a une équation différentielle de la forme :
(E)  y"+ay" +by +cy =d(z)

oil a, b et ¢ sont des réels, et d une fonction de €°(R, K). Une telle équation sera appellée équation différen-
tielle linéaire d’ordre 3 (et plus rapidement notée EDL3).

1/ Avec les notations et sous les hypothéses de ’énoncé :
f est solution de (F)

= Vzel, f"(x) +af"(x) +bf (x) + ) =

s=veel,  ["z)+af(x) +0f () + cf(x) = " (2) + ap"(2) + b/ (x) + cip(x)

SvVrel, ) - (@) +a(f @) — () +b(F ) — ¢(2) + e (F@) — plz) =0

—Vzel, (f—@)" (@)+a(f —@)" (@)+b(f —¢) (x)+c(f — ») (x) =0 (linéarité de la dérivation)

<= (f — ¢) est solution de (H)

cf (x) = d(x)

Conclusion. [f est solution de (E)] <= [(f — ¢) est solution de (H)]|.

En d’autres termes, et avec les notations précédemment introduites, toute solution f de (E) s’écrit fy + fp
ou fy (resp. fp) désigne une solution quelconque de l’équation homogéne associée a (E) (resp. une solution
particuliere de (E)).

2/ a/ On s’intéresse dans cette question a 1'équation : (F) y" +ay” + by + cy = e

On suppose que « n’est pas racine de I’équation caractéristique, et on définit une fonction fp en posant :

Vo e R, fp(x) = Ke*™
La fonction fp est de classe € sur R (théorémes généraux) et on a pour tout réel x :
f/P(x) — Q/Kecm:; f// ( ) _ a2Keax; f/// ( ) — a3Kea:p

Ainsi, pour tout réel = on a : [ p(x) + af’p(x) + bf p(z) + cfp(z) = Ke** (a® 4+ aa® 4+ ba + ¢).

Or, o n’étant pas racine de 'équation caractéristique, on a : o + aa® + ba + ¢ # 0.
1
ad +aa? +ba + ¢

On en déduit que fp est solution de 'équation (F) si et seulement si : K =

Conclusion. Lorsque « n’est pas racine de I’équation caractéristique, la fonction

1
x e R e“*
Je o3+ aa? +ba+c

est (une) solution de 'EDL3 : y" +ay” + by + cy = e**




b/ On suppose a présent que « est racine triple de I’équation caractéristique, cad :
ad+ac?+ba+c=0(M#); 3a2+2aa+b=0(0); 6a+2a=0()
On définit une fonction fp en posant :
Ve R, fp(x) = Kx3eo®
La fonction fp est de classe € sur R (théorémes généraux) et on a pour tout réel x :
f'p(x) = Ke* (ax® + 32?) ; f"p(z) = Ke®* (a?z® + 6aa? 4 62) ; [ p(x) = Ke™* (a?z® 4+ 9a2z? + 18ax + 6)

Alinsi, pour tout réel z on a :
f"p(@) +af"p(x) + bf'p(x) + cfp(z)

= Ke*® (a32® + 9a22? + 18ax + 6 + aa’x® + 6aax® + 6ax + baw® + 3bx? + ca?).

Soit encore : " p(x) + af’p(x) + bf p(x) + cfp(x)

=Ke*® |23 [ ® 4 ac® +ba+c| +22 | 9a° +6aa+3b | +x | 18a+6a | +6].
=0 d’aprés (M) =0 d’apres (Q) =0 d’aprés ()

1
On en déduit que fp est solution de I'équation (E) si et seulement si : K = G

Conclusion. Lorsque « est racine triple ’équation caractéristique, la fonction

1
fp:x € R»—>6x3ew

est (une) solution de 'EDL3 : y" 4+ ay” + by + cy = e**.

3/ Principe de superposition des solutions.

Propriété. Soient dy,..., d, n fonctions continues sur R a valeurs dans K.
Soient fi,..., f, n fonctions de €2 (R, K) telles que :

Vie[1l,n], fi est solution de (E;) :  ¢" + ay” + by + cy = d;.

Alors pour tout (Aq,...,\,) € K",

la fonction Z Ai fi est solution de Iéquation différentielle vy’ + ay” + by’ + cy = Z Aid;.
i=1 i=1




Prouvons la propriété. Sous les hypothéses de I’énoncé, on a :
n " n " n / n n n n n
(Z m) t+a <Z Aifi) +b (Z Aifi) ey Nfi= Y NS Fa) NS EOY NS e A
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n

= N (A" af! +0f +of) =) Nid;
=1

=1

la premieére égalité provenant de la linéarité de la dérivation, la seconde de la linéarité de la somme, et la
derniére de '’hypothése suivant laquelle f; est solution de y"”’ + ay” + by’ + cy = d; pour tout : € [ 1,n ]. Ce
qui prouve le principe de superposition des solutions pour les EDL3.

» PARTIE 2 - RESOLUTION D’UNE EDL3

On définit sur R trois fonctions g1, g2 et g3 en posant :
gl:rERr— e 7; go: T €ER+— e *cos(z) et g3:1 € R— e *gin(x)

On note par ailleurs :

(H1) y" +5y" + 9y + 5y =0

5/ La fonction g; est de classe > sur R (théorémes généraux), et pour tout réel z on a :

—X

g'(x) = —e™7; g"(z) =e™7; 9" () = —e

On en déduit que pour tout réel = : ¢",(z) + 59", (z) + 9¢',(z) + 5g1(z) = e (=1 +5—-9+5) = 0.

Conclusion. La fonction g; est solution de (H).

6/ La fonction go est de classe €>° sur R (théorémes généraux), et pour tout réel z on a :

go'(x) = e72® (—sin(z) — 2 cos(x))
= ¢o/"(z) = e % (— cos(x) + 2sin(x) + 2sin(x) + 4 cos(x)) = e~ (4sin(x) + 3 cos(x))

= ¢ (1) = e ** (4 cos(x) — 3sin(z) — 8sin(x) — 6 cos(z)) = e * (=2 cos(z) — 11 sin(x))

On en déduit que pour tout réel = : ¢”5(x) + 59”5 (x) + 9¢'5(x) + 5ga(7)

= e 2 (=2 cos(z) — 11sin(x) + 20sin(x) + 15 cos(z) — 9sin(x) — 18 cos(x) + 5 cos(z)) = 0.

Conclusion. La fonction g est solution de (Hy).

7/ Puisque g1, g2 et g3 sont solutions de la méme EDL3 (H1) (qui est sans second membre), il résulte du
principe de superposition (question 3) que toute combinaison linéaire de g1, go et g3 est solution de (H).

Conclusion. Pour tout triplet (A1, A2, A\3) € R3, la fonction (A1 gy + A\aga + A3g3) est solution de (H1).




8/ a/ Sous réserve que f soit une solution de (H1), et en posant g = f” +4f +5f, on a :
g/+g:f///+4f//+5f/+f//_’_4f/+5f:f///+5f//+9f/+5f20
Conclusion. [f solution de (H1)] = [(f" 4+ 4f" + 5f) solution de ¥/ + y = 0] |.

b/ La solution générale de v/ +y =0est : |Va € R, y(z) = Ke ™ (avec K réel arbitraire) |.

¢/ L’équation y” 4+ 4y' 4+ 5y = 0 est une EDL2 homogeéne a coefficients constants. L’équation caractéristique
associée X2 +4X + 5 = 0 posséde deux racines complexes conjuguées : —2 = i.

Conclusion. Les fonctions de €%(R, R) solutions de y” + 4y’ + 5y = 0 sont exactement celles définies en
posant :

Vz e R, f(z) = (Cycos(x) + Cysin(x)) e ?*  (avec C; et Cy réels arbitraires)

d/ Soit A un réel arbitraire.
Puisque —1 n’est pas racine de ’équation caractéristique, on pose : Vo € R, fp(z) = Ke™ .

La fonction fp est solution de (E1) si et seulement si: Vz € R, Ke ™ (1 —445) = e ™.

A
Par suite, la fonction fp:z € R+— 5 e ” est une solution de (E1).

Conclusion. Les fonctions de (R, R) solutions de 3" + 4y’ + 5y = e sont exactement celles définies
en posant :

A
Ve R, flx)= 5 e + (Cy cos(z) + Cysin(x)) e > (avec Cy et Cy réels arbitraires)

e/ Notons S I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle (H;), et E ’ensemble des combinaisons
linéaires des fonctions g1, g2 et gs.

Il résulte de la question précédente que S C F, et de la question 7 que E C S. Par suite £ = S.

En d’autres termes, la solution générale de (H;) est :

Vr e R, fu(r)=Cre ™ + Coe * cos(x) + Cze ** sin(x) (avec C1, Oy, Cs réels)

9/ Reésolvons 'équation (E») y" + 5y" 4+ 9y’ + by = 102 ch(2x).
» La question précédente donne la solution générale de I’'équation homogene associée a cette équation.

» Par ailleurs, pour tout réel z, on a : 102 ch(2z) = 51e** +51e~2*. Pour trouver une solution particuliére
de (E,), on peut utiliser le principe de superposition (question 3). De plus, les réels 2 et —2 n’étant pas
racines de I’équation caractéristique, la question 2-a permet d’affirmer que la fonction définie sur R en
posant :

Ve e R, fi(z) =e* (resp. Vo € R, fo(x) = —ble )

est solution de y"” + 5y” + 9y’ + 5y = 51e** (resp. y"” + 5y” + 9y + by = Hle ")

Conclusion. La solution générale de y"” + 5y” + 9y’ + 5y = 102 ch(2x) est :

Ve e R, f(z) =e* —5le™® + Cre™® + Che ?* cos(z) + Cze > sin(z) (avec Cy, Cy, C3 réels)




