
Exercice 1

Soit A un ensembe tel que A =

{
2 + (−1)n

n+ 1
/ n ∈ N

}
.

1.) Montrer que A est bornée .
2.) Déterminer sup(A)
3.) Montrer que inf(A) = 0 .

Soit n un entier naturel tel que n ≥ 3. On considère l’équation (En) : xn−x−1 = 0.
1.) Montrer que (En) admet une unique solution xn dans l’intervalle [1,+∞[.
2.) Montrer que la suite (xn) est convergente et trouver sa limite.

3.) Montrer que (xn − 1) ∼ ln(2)

n
.

Problème

1.) Montrer que : ∀x ∈ R, ∀n ∈ N, ∃!qn ∈ Z,
qn
10n
≤ x <

1 + qn
10n

.

On note dn =
qn
10n

, dn est appelé la valeur décimale approchée par défaut à la précision

10−n de x. On pose en = dn +
1

10n
.

2.a)Montrer que : dn < en+1 et dn+1 < en.
2.b)En déduire que : 10qn ≤ qn+1 et 1 + qn+1 ≤ 10(1 + qn).
2.c)Montrer que les suites (dn) et (en) sont adjacentes et convergent vers x.

On pose cn+1 = qn+1 − 10qn.
3.) Montrer que : cn+1 ∈ {0, 1, . . . , 9} (cn+1 est appelé un chiffre).

On pose c0 = E(x) (Partie entière de x).

4.) Montrer que : dn =
n∑

k=0

ck
10k

.

On convient d’écrire : dn = c0, c1c2 . . . cn et x = lim
n→+∞

dn = c0, c1c2 . . . cn . . . appelé
le développement décimal illimité du nombre réel x. Chaque chiffre aprés la virgule
s’appelle une décimale, ainsi on passe de dn à dn+1 par adjonction d’une nouvelle
décimale au rang n+ 1 qui est cn+1.
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5.a)On suppose c0 = 1 et ∀n ∈ N∗, cn = 0. Calculer lim
n→+∞

dn.
5.b)On suppose c0 = 0 et ∀n ∈ N∗, cn = 9. Montrer que lim

n→+∞
dn = 1.

6.) Un développement décimal illimité du nombre réel x est dit propre s’il contient une
infinité de décimales différentes de 9. Dans cette question , on se propose de montrer
que le développement décimal obtenu dans la question 4.) est propre. On raisonne
par l’absurde et suppose donc le contraire.

6.a)Justifier qu’il existe p ∈ N tel que : ∀n > p, cn = 9.

6.b)Montrer que pour tout n > p, dn +
1

10n
= dp +

1

10p
. On pose α = dn +

1

10n
.

6.c)Montrer que pour tout n > p, 0 < 10n(α− x) ≤ 1. Conclure.
7.) Soit une suite (xn)n≥1 d’entiers naturels vérifiants pour tout n ≥ 1, 0 ≤ xn ≤ 9.

Cherchons s’il existe un nombre réel dont le développement décimal illimité de x

est : x0, x1x2 . . . xn . . . avec x0 = E(x). On note dn =
n∑

k=0

xk
10k

.

7.a)Montrer que la suite (dn) est convergente.
7.b)On pose x = lim

n→+∞
dn et on suppose que la suite (xn) contient une infinité de termes

distincts de 9. Montrer que le développement décimal de x est x0, x1x2 . . . xn . . ..
8.)Application : Montrer qu’il n’existe aucune bijection de N dans R.

Le but de cet exercice est de montrer que R n’est pas dénombrable c-à-d qu’il n’existe
aucune bijection de R dans N. pour cela on va supposer par l’absurde qu’il existe
une bijection f de R dans N. Soit S une partie non vide de R.

On pose S̃ =

{∑
x∈A

1

2f(x)
/ A une partie finie non vide de S

}
.

1.) Montrer que S̃ admet une borne supèrieure et que 0 < sup(S̃) ≤ 2.
(On admet que si A est finie non vide, alors f(A) est majorée ).
On pose m(S) = sup(S̃) et E = {x ∈ R / m(]−∞, x[) > x}.

2.) Montrer que E admet une borne supèrieure.
On pose c = sup(E).

3.a)Montrer que : 0 < c.

3.b)Montrer que : ∃y ∈ E, y > c− 1

2f(c)
et y > 0.

3.c)Montrer que : y +
1

2f(c)
∈ E, Conclure.
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