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Devoir Maison N° 4

Nombres Réels

Fxercice 1

2+ (-1)"

Soit A un ensembe tel que A = {
n+1

/neN }
1.) Montrer que A est bornée .
2.) Déterminer sup(A)

3.) Montrer que inf(A) =0 .

Soit n un entier naturel tel que n > 3. On considére I’équation (E,): 2" —xz—1=0.
1.) Montrer que (F,) admet une unique solution z,, dans l'intervalle [1, +o0].

2.) Montrer que la suite (z,) est convergente et trouver sa limite.
In(2)

3.) Montrer que (x, — 1) ~

n
Probléeme
n 1 n
1.) Montrer que : Vx € R, Vn € N, Jlg, € Z, f]ﬁ <z< 1—53 :
On note d,, = %, d,, est appelé la valeur décimale approchée par défaut a la précision
1
107" de z. On pose e, = d,, + Ton

2.a)Montrer que : d, < €,41 et dyi1 < €,.

2.b)En déduire que : 10g, < gnt1 et 14 gor1 < 10(1 + gn).

2.c)Montrer que les suites (d,,) et (e,) sont adjacentes et convergent vers .
On pose ¢, 11 = gni1 — 10q,.

3.) Montrer que : ¢,41 € {0,1,...,9} (cn41 est appelé un chiffre).

On pose ¢y = E(x) (Partie entiére de x).

Ck
4.) Montrer que : d, = E —.
10
. . k::O .
On convient d’écrire : d,, = ¢, ci1¢o...¢c, et x = lim d,, = cg,c165...¢, ... appelé

n——+00
le développement décimal illimité du nombre réel x. Chaque chiffre aprés la virgule

s’appelle une décimale, ainsi on passe de d,, a d,, 1 par adjonction d’une nouvelle

décimale au rang n 4+ 1 qui est ¢, 1.
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5.a)On suppose ¢y = 1 et Vn € N*| ¢, = 0. Calculer lim d,,.

n—-4o00

5.b)On suppose ¢ = 0 et Vn € N*| ¢, =9. Montrer que lim d, = 1.

n—-+00
6.) Un développement décimal illimité du nombre réel x est dit propre s’il contient une

infinité de décimales différentes de 9. Dans cette question , on se propose de montrer
que le développement décimal obtenu dans la question 4.) est propre. On raisonne
par ’absurde et suppose donc le contraire.

6.a)Justifier qu’il existe p € N tel que : Vn > p, ¢, = 9.
1 1
W:dp+1_()¥" On pose o =d, + —

6.b)Montrer que pour tout n > p, d, + o
6.c)Montrer que pour tout n > p, 0 < 10"(a — z) < 1. Conclure.

7.) Soit une suite (x,),>1 d’entiers naturels vérifiants pour tout n > 1, 0 <z, <9.

Cherchons §’il existe un nombre réel dont le développement décimal illimité de z
n
Tk

est © Xo,T1%2 ... Ty, ... avec kg = E(z). On note d,, = ;0 10t

7.a)Montrer que la suite (d,,) est convergente.

7.b)On pose x = lim d, et on suppose que la suite (x,,) contient une infinité de termes
n—+0o0o

distincts de 9. Montrer que le développement décimal de x est xg, x122... 2y . . ..

8.)Application : Montrer qu’il n’existe aucune bijection de N dans R.

FExercice 2

Le but de cet exercice est de montrer que R n’est pas dénombrable c-a-d qu’il n’existe
aucune bijection de R dans N. pour cela on va supposer par I’absurde qu’il existe

une bijection f de R dans N. Soit S une partie non vide de R.

~ 1
On pose S = {Z oY) / A une partie finie non vide de S}.
€A

1.) Montrer que S admet une borne supérieure et que 0 < sup(.S) < 2.
(On admet que si A est finie non vide, alors f(A) est majorée ).
On pose m(S) = sup(S) et E = {z € R / m(] — o0, z[) > z}.

2.) Montrer que E admet une borne supérieure.
On pose ¢ = sup(E).

3.a)Montrer que : 0 < c.

1
3.b)Montrer que : Jy € E, y >c— 2@ et y > 0.

1
3.c)Montrer que : y + 7@ € E, Conclure.
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