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Devoir Maison N°6

Structures Algébriques

PROBLEME : SOUS-GROUPES DE(R,+)

1) Donner deux exemples, bien distincts, de sous-geodedR,+).
On note, pour alR*, aZ = {na, nOZ}
2) Soit adR". Montrer que (&,+) est un sous-groupe &e

3) Soit G un sous-groupe d&{#) , Gz {0} . On considére a = inf{x 0G| x>0}

a) Rappeler la définition et une caractérisation dede inférieure

b) Supposons dans un premier tenop< et montrons quel]G.
Supposons quallG.

1) Montrer I'existence deXG tel que o < x < 2a

i) Montrer I'existence delyG tel que o <y <X

iii) Montrer, en considérant x-y quen'est alors plus borne inférieure.
c) En déduireaZ I G.

d) Montrer G aZ . (Pour cela, on pourra utiliser, aprés justificatitexistence pour tout
gOG de nOZ et O[0,a[ telsqueg=a + )

e) Supposons maintenart = 0.
) A-t-onallG?
i) Montrer que [1e>0,[g UG, 0<g<e

iii) En déduire que G est dense dips.e.,
Ox,y)OR?, x<y, 0@ 0OG|x<t<y

4) Donner un exemple de sous-groupe dendk de
5) On considér@(\2) ={p+a\/2 | (p,g)1Q%
a) Montrer que(Q(\fZ),+) est un sous-groupe ke
b) Est-il dense ?
c) Montrer que(Q(\fZ),+, x) est un corps.

6) En utilisant un isomorphisme, déterminer tous lassgroupes deR,, x)



CORRIGE : SOUS-GROUPES DHR,+)

1) Donner deux exemples, bien distincts, de sous-gededR,+).
Z etQ sont deux sous-groupes d& <), le premier est discret l'autre est dense.
2) Soit al0R*. On note, pour a@R", aZ = {na, nOZ}. Montrer que (&,+) est un sous-groupe &e
*aZ est bien une partie d * 0 =a 00aZ donc aZ non vide.
* Soit (x,y) deux éléments deZa. Il existe deux entiers relatifs n et p tels quean ety = ap.
Mais alors x—y =(n-p)AaaZ
Ainsi, par caractérisation des sous-groupe# est un sous-groupe deR,+)

3) Soit G un sous-groupe d&{+) , G# {0} . On considéere a = inf{x DG| x>0}
a) Rappeler la définition et une caractérisation dedane inférieure

ODxOGNR, asx

a = inf xOGNR, < aestle plus grand minorant df &R = .
{ +} pus g eﬁl;+ Oe>0,0xOGNR |x<a+e

b) Supposons dans un premier tengp® et montrons quel]G. Supposons quallG.
i) Montrer I'existence de XG tel que o <x < 2a

Soite=a. Ona >0 doncDxDGﬂRi|asx<a+s=2a. Mais x# a caralJG

Ainsi il existe un élément x de G tel quea < x < Zx
i) Montrer I'existence de G tel que o <y < x
Soit e=x—a. Onas>0 doncOyOG/() R, l[asy<a+e=x. Mais y# a carallG

Ainsi il existe un élémenty de G tel quea <y <x <
iii) Montrer, en considérant x-y quaen‘est alors plus borne inférieure.

x et y sont deux éléments du groupe G doreyXdJG. Or a<y <x<2t donc 0<xy<da. AusSi x-Yy
est un élément de @ R: strictement inférieur & ce qui est impossible carest la borne inférieure de(C{SR:

Aussia O G
c) En déduireaZ O G.

G est stable par + et par passage a l'opposé ploisqu'il contienty, il contient aussoZ : aZ [ G
d) Montrer GO aZ . (Pour cela, on pourra utiliser, aprés justificatitexistence pour tout GG de nJZ et 0[0,a[ tels que g =a + )

Soit gUG. Soitn = E(g) Ona g—a[d[0,a[ par définition de la partie entiére. On pfise g — .
Puisque G est stable par + et par passage a l[&pposaOG . Mais alorg3 = 0 sinon on aurait trouvé un élément

de G R, strictement inférieur & ce qui est impossible carest la borne inférieure de(G R, . Aussig = .
D'ou G OaZ
e) Supposons maintenartt = 0.
) A-tonadG? Puisque G est un sous-groupe Ret), onaa =00 G
i) Montrer que [e>0, [ 0G, 0<g<e

Soite > 0. Par définition de la borne inférieurgég 0 G[) R: | O=a<sg<a+e=¢. Mais gO] R:, donc g7 0

D'otl : >0,y OG, 0<g<e
iy  Endéduire que G est dense dys.e., O(xy)OR?, x<y, 0 0G | X<t<y

Soit (x,yJR?, x <y. D'aprés la question précédefte[JG, 0 < g < y-x. Soitn = E(g) :

Ona: ngx<(n+1l)g=ng+g<ng+y-—=y. Ainsi (n+1)d1G et x<(n+1)g<y.
Aussi O(x,y)OR?, x<y, X OG | x<t<y i.e. G estdense dariR

4)  Donner un exemple de sous-groupe dendR de

On a déja vu qu@& était un sous groupe denseRleOn peut aussi prener(\/E) = {p+q\/§ | (p,q)0Z%

5)  On considér@(/2) ={p+aV2 | (p.q)0Q%
a) Montrer que(Q(/2),+) est un sous-groupe &e

Q(\/E) est un sous-groupe ddR+) car il est non vide, stable par + et par passdgp@osé.
b) Est-il dense ?

Q(/2) est dense danR car il contientQ qui est déja dense daRs
¢) Montrer que(Q(A/2),+, ) est un corps.
Q(\/E) est un sous-corps ddR,+, x) car il est non vide, stable par +, papar passage a lI'opposé et de plus tout

élément non nul p+§2 deQ(\/2) a un inverse dar®(/2) 7 _p2 77 _q2 cf\/é

6) En utilisant un isomorphisme, déterminer tous lassgroupes deR;’, x) z
exp étant un isomorphisme dR,€) vers R., ), les sous-groupes deR; , x) sont de la forme & = {a", n 0Z}
avec a > Oou denses dansR,




