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Fonctions Réelles

Dérivation

Probléme : Une autre construction de la fonction exponentielle réelle

1. Pour tout t > —1 et pour tout entier n > 2, montrer que (14 ¢)"™ > 1 + nt.
Caractériser les cas d’égalités.

2. Soit z € R.

Pour n > 1, on pose u,(z) = (1+ £)". Pour n > |z], on pose v, (z) = (1 —£)™".

(a) Montrer que la suite (un()),>|q| est croissante.
Etudier la stricte croissance.

(b) Etudier de méme la monotonie de la suite (v5,(Z)) ;> |z-
(c¢) Pour n > |z|, prouver 'encadrement 0 < v, (x) — up(x) < vn(az)%2
En déduire que les deux suites (un(%))ns|q| €t (Vn(T))p>|q| convergent vers la méme limite.

e L
On pose ¥ = nEI—Il-loo up(z) = ngr—ir-loo v ().

On va ensuite redémontrer toutes les propriétés bien connuesde la fonction exponentielle.
3. Montrer que €? =1 et que, pour tout z € R, e > 0 et e = 1.
4. Dans cette question, on prouve que, pour tous z,y € R, e*T¥ = €% x €Y.

(a) Soit (A,) une suite qui converge vers 0. Montrer

)\ n
g eNn>ng = 1+, < [(1+2) < .
n 1—X\,

, . . A\
En déduire que nhm (1 + 7) =1

—+00
(b) Conclure en choisissant A, de sorte que (1+2) (1+4) = (1+ )‘T") (1+ ””Tﬂ’)

5. Dans cette question, on prouve que exp est dérivable sur R et que exp’ = exp.

(a) Pour z €] — 1,1[, montrer que 1 + z < exp(z) < .

(b) En déduire que exp est dérivable en 0 et que exp’(0) = 1.
(¢) Conclure.

6. Montrer que, pour tout n € N, lim 9% =400 et que lim zx2"e* =0.
T—-+00 T—r—00



Corrigé

Probléme : Une autre construction de la fonction exponentielle réelle

1. Soit n > 2.
Pour t > —1, on pose p(t) = (1 +1t)" — 1 — nt.
¢ est dérivable sur | — 1, +o0o] et, pour tout ¢t > —1, ¢'(t) = n((1+ )" 1 —1).
Ainsi, pour tout —1 <t < 0, ¢'(t) < 0 et, pour tout 0 < ¢, ¢'(t) > 0.
On en déduit que ¢ est strictement décroissante sur | —1, 0] et strictement croissante sur [0, +o00].
On peut donc affirmer que, pour tout t > —1, p(t) = ¢(0) avec égalité si, et seulement si, t = 0.

’Pour tout t > —1, (1 4+¢)" > 1 + nt avec égalité si, et seulement si, ¢t = 0. ‘

2. (a) Siz =0 alors la suite | (un(7)),>|5| est constante donc croissante |

On suppose x # 0.

Soit n > |z|. "
x n
Unt1(z) _ (1+5) x Itag
un () n 1+ '
On a
4%
ol ty(z) = —m. On at,(x) #0et t, > —1.

D’aprés la premiére inégalité, on en déduit que

u:éx) B u:(lx) B <1 * ﬁ) X (1t tn(2))" > (1 * ﬁ) X (L (n 4 Din(@)).

Or (1+ (n+ Dta(2) = (1+2) " done 20 > 1.

La suite | (un(Z))n>|y| est strictement croissante |

(b) Si z =0 alors la suite | (v,(2)),> |2 st constante donc décroissante |.

Supposons x # 0.
Soit n > |z|.
Par ce qui précéde,

n+1 n
(1—nil> : -(1-2)" >0

Par passage & l'inverse, on en déduit que

(1— i >_n_1< (1—5)_n.
n-+1 n

Ainsi la suite | (vn(7))y>|4| st strictement décroissante |

(c) Soit n > |z|. Le cas x = 0 est évident puisque u,(0) = v,(0). On suppose donc x # 0.

0n) = un(2) = (1- %)fn ~(1+ %)" — on() X (1 - <1 - §>n> .



3.

4.

n
Puisque n > |z| alors 0 < (1 - sz) < 1 puis 0 < vy () — up(x).

Or n > |z| donc _sz > —1. D’apreés la premiére question (I’égalité étant également valide
si n = 1), on obtient
z2\" z?
(-
n n

D’ou les inégalités | 0 < vy (x) — up(x) < vn(x)% )

Comme (vy,(7))p>|q st décroissante, on en déduit que, pour tout n > |z|,

1.2

0 < vn(®) — un(x) < | (x);

Par le théoréme d’encadrement, on en déduit que lirf V() — up(x) = 0.
n—-—+0o0
Les deux suites (un(Z))ns|z| €t (vn(T))n>|2| sont adjacentes donc convergent vers la méme
limite.
Pour tout n € N, u,(0) = 1. Or lim u,(0) = €.
n—+oo

Par unicité de la limite, on en déduit que m.

Siz =0 alors e =1 > 0.

Si z # 0. La suite (un(7)),>|q| est strictement croissante donc lirf Un () > U|jz)41(z) > 0.
o0

n—
Ainsi .

Pour tout n > |z|, up(x) X vp(—2z) = 1. Or lim wu,(z) =e€” et lim wv,(—x) = e *. Ainsi

n—-+o0o n—-+o0o

(a) Soit N un rang a partir duquel —1 < \,, < 1. Posons =

ax(N,2). Soit n > ng.
D’aprés la premiére question, on a : 1+ A\, < (1 + ) et 1— M\,

An "
< (1-732)
Ainsi
A\ AZ\" A\ "
1 _ — _n X _ 7
< + n > ( n? n
A2 1
<|11-—= X
< n2> 1—X\,
1
DY
A\ 1
ImpeNn>=ng = 1+, < ([14+2 < .
n 1-— A,
Comme lilf 14+ M, = 1irJIrl 1_1/\ = 1 alors par encadrement, on en déduit que
n—-+oo n—-+0o0 n
. An )\ _

(b) Soient x,y € R.
Pour n € IN*, on pose A, = D0 4o sorte que 1+ (1+4) =01+ %”) (14 =),

n+z+y
On a:
A, = D)ty @y
n+xr+y n+x+y n—=too
. A\ . n . n . n
Or i (1+%5)" =1 Jim (1+2)" =% i (14 2)" = erer i (14)" =

e donc, en passant a la limite dans ’égalité
(1+2)(1+2) = <1+A”> <1+m+y>
n n n n

2




on obtient ’ez x e¥ = ety ‘

5. (a) Soit z €] —1,1].
Pour tout n >2,ona:1+z < (1+%)n.
En passant a la limite lorsque n tend vers +o0, on obtient 1+ = < exp(z).
Ainsi 1 — z < e™”. En passant & 'inverse, on obtient < ﬁ Or, d’aprés une question

précédente, ei = e”.

e—<T

Ainsi, |pour z €] — 1,1[, 1 + z < exp(z) < 1 |

(b) Pour tout z €] — 1,1, z < e =1 < %,

x

Ainsi, pour tout z €]0,1[, 1 < ej;fo < =
Le théoreme d’encadrement permet d’affirmer que exp est dérivable & droite en 0 et que

/ _
expj(0) = 1.
Et, pour tout z €] — 1,0], ﬁ < e;:io <L
Le théoréme d’encadrement permet d’affirmer que exp est dérivable & gauche en 0 et que
expy(0) = 1.
On en déduit que ’exp est dérivable en 0 et que exp’(0) =1 ‘

(¢) Soit y € R. Pour tout h # 0,

eyth — ey eh —1
——— =YX < — e¥ x exp’(0) = €Y.

= 8

h h h—0

Ainsi exp est dérivable en y et exp’(y) = exp(y). Ainsi ’ exp est dérivable sur R et que exp’ = exp|.
6. Soit x > 1.
Par ce qui précede (croissance de la suite (u,(x)),>1), pour tout n € IN*, (I)n < (1 + %)n < e,

. z n+1 . "
Soit n € IN. On a donc (Tﬂ) < ev.

s e z . . v
Ainsi & > {n+1yn buis ﬁgrfoo w = 00|

On en déduit que lim = +00.
x

S0 ()"

Ore ™ = e% donc| lim z"e* =0]|.
Tr—r—00
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