
Exercice 1

Le plan complexe (P) est rapporté à un repère orthonormé direct (O;−→u ,−→v ).
Dans tout le problème E d’esigne l’ensemble C− {1, i} et f : E −→ E l’application

définie par : ∀z ∈ E , f(z) =
z + i

z − i
.

1.a)Vérifier que l’application f est bien définie.
1.b)Montrer que f est une bijection de E sur lui même ; et Donner l’expression de f−1(z)

pour tout z ∈ E .
1.c)Calculer f ◦ f(z) pour tout z ∈ E et En déduire que f ◦ f ◦ f = idE .
2.a)Montrer que f(R− {1}) = U ∩ E où U = {z ∈ C/|z| = 1} .
2.b)Soient P1 = {z ∈ E/Im(z) < 0} et D = {z ∈ E/|z| < 1} . Montrer que f(P1) = D .
3.a)Résoudre dans E l’équation f(z) = z ; On trouvera deux solutions qu’on note α et

β avec Re(α) > 0 ; Soient K et L les points images respectives de α et β.

3.b)Vérifier que
β − i
α− i

= j2 avec j = ei
2π
3 .

3.c)Soit z ∈ E − {α, β} d’image z′ par f ; Montrer que :
z′ − α
z′ − β

= j2.

(
z − α
z − β

)
.

4.) Soit (∆) la médiatrice de segment [K,L].
4.a)Soient I et J les points de images respectives de 1 et i. Montrer que (IJ) = (∆).
4.b)Soit z ∈ E , Montrer que : (M(z) ∈ (∆))⇐⇒ (M ′(f(z)) ∈ (∆)) .
4.c)Soit z ∈ E tel que (M(z) ∈ (∆)).

Montrer que : arg(z − α) + arg(z − β) ≡ 2 arg(z − i) [2π] .
4.d)Soit z ∈ E tel que (M(z) ∈ (∆)) et z′ = f(z) ; Montrer que :

arg(z′ − α) ≡ arg(z − α) +
2π

3
[π] et arg(z′ − β) ≡ arg(z − β)− 2π

3
[π] .

Exercice 2

1.) Considérons, pour tout n ∈ N∗, l’équation (En) : z2n − zn − 1 = 0.
1.a)Déterminer les solutions complexes de l’équation (E1).
1.b)En déduire l’expression trigonométrique des solutions complexes de l’équation (En).
1.c)Préciser les solutions réelles de l’équation (En).
1.d)Vérifier qu’il existe une solution strictement positive de (En) de module maximal.
2.) Considérons l’équation (E) : zn − an−1zn−1 − . . .− a1z − a0 = 0 où les coeficients ai

sont des réels positifs, non tous nuls et n ∈ N∗.

2.a)Montrer que la fonction f : x 7−→
n−1∑
k=0

ak
xn−k

− 1 réalise une bijection de R∗+

dans un intervalle que l’on précisera.
2.b)En déduire que l’équation (E) admet une unique solution strictement positive r .
2.c)Soit z une solution de (E). Montrer que |z| ≤ r.
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Exercice 1

Soient E, F , G des ensembles, f une application de E dans F et g une application
de F dans G.

1.)Montrer que si g ◦ f est surjective et g est injective, alors f est surjective.
2.)Montrer que si g ◦ f est injective et f est surjective, alors g est injective.

Exercice 2

Soient E , F deux ensembles et A , B deux parties respectives de E et de F .
Soit f : E −→ F une application. Montrer que : f(A ∩ f−1(B)) = f(A) ∩B.

Problème

Déf : Soient (E,R) , (F,S) deux ensembles non vides ordonnés et f : E −→ F une
aplication de E dans F .
On dit que f est une application croissante si : ∀(x, y) ∈ E2 xRy ⇒ f(x)Sf(y).

Partie I

On suppose que R muni de la relation d’ordre ≤ usuelle. On considère l’application
f : R −→ R définie par : ∀x ∈ R f(x) = sup{0, x}.

1.a)Vérifier que ∀x ∈ R x ≤ f(x).
1.b)Montrer que f est croissante.
1.c)Montrer que f ◦ f = f .
2.) On pose F = {x ∈ R / f(x) = x} et pour tout x de R on pose Fx = {y ∈ F / x ≤ y}.
2.a)Déterminer F .
2.b)Montrer que Fx admet un plus petit élément.

Partie II

Soit H un ensemble et E = P(H). Soit A ∈ E et ϕ : E −→ E une application
définie par : ∀X ∈ E ϕ(X) = X ∪ A.

3.a)Vérifier que ∀X ∈ E X ⊂ ϕ(X).
3.b)Montrer que ϕ est croissante.
3.c)Montrer que ϕ ◦ ϕ = ϕ.
4.) On pose G = {X ∈ E / ϕ(X) = X} et pour tout X de E on pose

GX = {Y ∈ G / X ⊂ Y }.
4.a)Déterminer G.
4.b)Montrer que GX admet un plus petit élément.
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Partie III

Soit L un ensemble non vide muni d’une relation d’ordre notée R.
5.) Soit g une application de L dans L vérifiant :

(i) ∀x ∈ L xRg(x) ;
(ii) g est croissante ;
(iii) g ◦ g = g.
On pose K = {x ∈ L / g(x) = x} et pour tout x de L on pose Kx = {y ∈ K / xRy}.

5.a)Montrer que K n’est pas vide et que, pour tout x de L, Kx n’est pas vide et admet
un plus petit élément.

5.b)On suppose que toute partie non vide de L admet une borne inférieure.
Soit C une partie non vide de K. Montrer que inf(C) ∈ K.

6.) Soit h une application de L dans L. Soit B une partie de L telle que :
pour tout x de L, Bx = {y ∈ B / xRy} est non vide et admet h(x) comme plus petit
élément.

6.a)Montrer que h vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii) de la question III.5.
6.b)Montrer que B = {x ∈ L / h(x) = x}.
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Problèmes Corrigés

2021-2022

Prof. Mamouni

http ://myismail.net
.

F

i

nF
i
n



l'1 Psr U.I.R
----

Ex â":

-

1+cil

2:-1t 4 ?+C
è-i

4,9 hIrA.,R .t<
s"it u 6G ' {"tel=,*+ = Ë:l = g-oqr u-ei) ,

J* Ft= i' J'*ff-fu H -ô (artffiq- =,.

CI..1i 
1.

êJ z'+tt
Ë =-t et zlt=-Lzidc=r z! *=iJ!; t e\

2t-**, J,* ji* € e

H={[/.

,CorRïçÉ De DS ngr'

{"sf tr.r' 44;;-ù-

t V ze= ' # ,.,o+ Li,., déFà & e, L^an z+ ,'
ze E' 4 : L eà z+i= i(-e-;)e.a

&-'c
J'; V+eç, Z=*..'+ L cn4Z+L+-c
ùort)àL ?ot{ .L+ -t dror< Z<-L + Z

I

ql,ôq vpr+)e Gt,

A.L) nrntrr, ;t D*""* LW+JI(1

b;L Z/e8..*,P,r*.fr,urrs z€ ç il 1* dft) =-{
<Lr): *tL=,) 4 :21-t

L-'c r

Ho'l*ltlg1l'a j .Z'ï4 e Ê
Zt- l,

oy,e )4 =ic-) *_+'-t' r[n

Ona

#i

t,\d,n

**o
t,\

<C ou-

à^. ) zr+t e-
7'-l-

wrc: i.?ft--= ,t
?',-- t

ol' Zte G dÆhc Z!:

d*.- Vl .Àrr-rj p,,

o\â
CI/,t4{&Io^t
;:r 

3=t 
#eepat{

U-i)e={-lor@

i JL"; +L
Vae €, (c9" s

:#,+(+7-{c*,)

Corrigé Nombres Complexes



2.ù n",r+,v^1 W\tlRttf) =rc-
'-;bàeÇ., 4c*le t/neêt l*
+> Lz+ c)ê - L) = e-rG+ i)ea

+) Ztz:2àe ë Ë: 3- l> Z€
J'o,> (( 

'R 

.tnl) = UnE

*4fb@@
# zeç' {e) e D ê l#ï< a.e [e*il<fe-il,

ë ë *t)Lz - L) <(z- t)(è-+.)
<4 zâ+iâ-i è +t <22+ie- iâ+ f
+à ià -t + 1 't* -iEc=r il(Z -à) < o
c:) Tn&) <cr
e=r èe 

-?-J,.; D) =5

3 . ol fu>-^Àr- Js E, {tr) _=à -

JJh-{ro x-{^^$r"ns, d= 1ij8t! = Y+ ra1Ê co,, pefa))s 
,

3.L) Vd,-{Lt", H Jà" .

oned -L -- $f +6ia.; t p_L = Æ_

*-Fi_j, 
@ 

d,à

f: o et! z+Ll= la- il
a2-i*+ i2rf - 2?-rE+?à+r

<e ? e ,R'..pl

+p 
__

J",o L'-tÂ Ju,ê,J't'rs

1+i-tlr(r*i)
à

L U*i
= {=f-ô+Ca-tf

1-q 1-

{ca):+ & E 
"ts,

a+Uî.'T*
donc A-i.

d,-L
d-"c Ê-i-. =d_t *{ =,i

- h - r+iVT



{(a) - {("9
(tz)- {(p)

t./Yt#"*ry, +t-a ::fa-a\
-*-- ? J .-i

z'-P d \z-F/
s;rt ZeEi Z4 :e.LF tul<.c- {;tol =a ol-{p)- F

(at9 V^ i) - Ca<+tXs+' . P-t-
o(* t

J'; zt-a
Z,_P eJ- U.a-r È-Lt

&'or - âi e
âja- âiz

I

%'

oy7a,, :ÈK:.pr-+l: [€# + $$/l _ vf .

rL =l15_ol: l_ry *1_f if _ G.
d'-'t

6na: H
d-L I*f=.

kJ'';

'U{â*^"r,- *r tlY" ô. l-o2\ka.r: * ono Têtnl ,f ,'f, .

( z- t_tL 3 *b )
2

:îz4
2:P

= j'J'-; iÉ4l-_ h. I Jr'rc

TL =Tp-Ll=la-iI d'";

Qc" Teê)
hL) f-tonito,-sr,La. fié(AJ <-) nf e1t1 .

ç-tZ€Êrcrre,.. Z'-A- 
-,Â z-ot,- 4_à-*_urhlhl=!+l

or lffil= .rr- ovL tlcè)ê(À) J,*, lkf = f tçrnu"_.a^Jfttq€e) ê)lu?F_!*LFl * Ln'= kF,i erf@1
4,.J_n*,'tf^,f=, @ff^:;,îm'i.îiE"ËW

) r,f, d'r *5(#l=*rffj 
Efl

(ffi,,:--')=(58



à^. 
""EtF,-JY - *?C*- 4) =

,Jc æs>>"-fu- 
'I

Caû

çdl*Ho",lro,rs 1^^o z 
. ry+gl _ ;l}g""1t@

SciLb Lee -kl1^c nc+)e (sJ d,.s'c n'(qctl) € tAJ

dà J'"r^b lA ?,"|i* p/ddddl orz,e,r o2(e'-pl*tti*)rrîF,-r)Er
t:lt cl-^c q n u* n}'r,* 

*"6Æ .

d'd'c' #. e R*u,'^.. *ÏCe'-.J = *E[e- i) L"].
Jhr %(e/_,) = a-,,,g|.r-4 trq
â^n* "T( +r-p) + oï t J-*J _È h^,6 (+ - ;) Bil .(t( *-)

ir {--.,ns 1a : 42 Z- "\ r-- {'-p -d 4 
&s7tL!

s, t +-F) ë r-^,6Ûa-J) - c.3tr-a) Eû.
*&(d- p) 

= 
r-g(+- d.) - ï (n'-o0 Dnl

'tr1 ar-a) - crÉ' (+'-F) 
= ^g(*-or)- o5(+-F) *g frû

* A'o;z'rlynro tx): ,*S L+_F) ë

"* J'r1,.Jà ê *)

â"ït+4) -I-rE6i)*9fA
)-,c AeLu) < a6(*-q+Y Cf,

Jo,^," ar6-" orr . ^t* 1b\L, 1+'-p) s ale -F) - D]

æ
4.o) Les Sol_r^*runs L[g-^f .

onq (e,,1 ; zT- e - t - e -Q." J;"crri..ilnc^^* a= S ) s
I

\eS .r,=l^^H-'rs ,r-r 
^0o". 

&F^J â"*+ , p= 1+\,ls * y_l æI

", .. , _z_ ,_E
onf"z Z=\n dr6< (6"Je-r Zz-Z-i-=o

org(e.- il- '2(e-l)
*il2-fl+arft(z-4 

= mta-) tarrJ



cD^q d't"z'

%Lp.+

'g\7'et

f= Y a4 'f,= ?'
ç=îF ,4t ar\r4 laeJo, Lt"-t*tl (nn'^n.s n'uefu'Lk) ,

f:lq, Lt+ a,\.ê,- laelo, Lt- -., .-r|(n,o.in< .,-'a-&Y') .

Ët Z*2*(J'(q)
ot^rce- k alo,L,L,.--- ,

x S, n "r* pain- .. C n = "?-pé l-

\a Rel ry =2r

e, -(---o^^ L= â-

J^r. 4 :o ea lz --s, .*

@) -Q:- % à^ Q.': ry+7L
a* lz
,h. \-

t\tae^ Q ,Ll ez1

' (t= f .l",ul)

L^a a h-?
;tF,L -fu" t {,,ti,r,s fu/"frrs lsotït

* 7i"..al-.*f a)n-. , ( n= [p +! ot'.n- f 6t"-l

1,r-tl, e+ + = [tr *r g+H 
= 

q"t

(=) Q= H 6't L'=*T1t>a'

+ Lel o,tl 6r^ 0 * I ^l 
c'ûr> L= *' < 4- *l'" H-1c '

ov î' t = l- .sno- ,. v"n|,lk olanaJr hL nd ^fù '

9,' d:!-sna l:W (G, k-È
l^^" -t* pA,+t-^. 

^-,É \}. .f - ,lyn'') 
+ {-r.t3gt

;:;ïS îë.Ëffi rt no, :ffi ïl Y fr<wdr"'\ I? crsF r^,c À*0- éa .r*r"t^'L 
^.^ori*,!_t_ 

;l p"ri JJ+ .

@

d-* -Qa, 
j*[*]r-ns J" (qt ,[-âl !".'-li^"**s J. tt^^S S

4.9 t*srclAæ@ At L'ea^roh:r-*(a"l
rÊ Qt- 'Ulsg

;qpdtv(eù.
.n r- trrçtrlir

. Q>t- {4-t9Id^i:rl Z= V? e, 4' -.1=lfy'{1 .



e*) Florçhzns. 9*g {34ltia};va- RT. J.""* :r= {Cni] .

1 .sF cr.,.Sinu-c- d à6;'nAL x^^J",+^f cca (e"lr,.,^* (-r.,to^ n&iornni&.

onqoef*Lr*æfJ-tc oq&wz* o*klS^l^-f ut '*.-{ o ^î. ;rïffi*,*r.l,o0. )u)o .

dr L..nm"a { -+ JLct;3s.,rfrs d.^.,"{ I+-l < .L

J /-: t ,€ ft-*l =. J-,;="É sr_ ; !_L-o l?1n-u''
J ': d( r=t) ) o * ^,.-JL (( t?l) > {(,L)

9.3:
Ë"(% :wâ4-q-{

)-- e(@-u).- L--k:) .[)
=E'(K)*

: 
En(Y)o =(p -+)

= E Fcq*€(-ry) * !) .

@




