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Devoir Survéillé N°2 : 3 heures

Nombres Complexes

FExercice 1

Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O; U, 7)
Dans tout le probléeme E d’esigne I'ensemble C — {1,i} et f : E — E Dlapplication

définie par : Vz € E | f(z2) = Z+Z,.
—1
1.a)Vérifier que l'application f est bien définie.

1.b)Montrer que f est une bijection de E sur lui méme ; et Donner 'expression de f~*(z)
pour tout z € E .

1.c)Calculer f o f(z) pour tout z € E et En déduire que fo fo f =idg .

2.a)Montrer que f(R—{1})=UNEouU={z€C/|z|=1}.

2.b)Soient P, = {z € E/Im(z) <0} et D ={z € E/|z| < 1} . Montrer que f(P;) =D .

3.a)Résoudre dans E I'équation f(z) = z; On trouvera deux solutions qu’on note « et

p avec Re(a) > 0; Soient K et L les points images respectives de « et (.
3.b)Vérifier que b -
e

Z 271'
=% avec j=¢€'5 .

3.c)Soit z € E — {«, 8} d’image 2’ par f; Montrer que : j _g = j2 (j — g)
4.) Soit (A) la médiatrice de segment [K, L.
4.a)Soient [ et J les points de images respectives de 1 et i. Montrer que (I.J) = (A).
4.b)Soit z € E , Montrer que : (M(z) € (A)) < (M'(f(2)) € (Q)) .
4.c)Soit z € E tel que (M(2) € (A)).

Montrer que : arg(z — o) + arg(z — ) = 2arg(z — i) [27] .
4.d)Soit z € E tel que (M(z) € (A)) et 2/ = f(z); Montrer que : )

m

arg(z’ — a) = arg(z — a) + ?ﬁ [7] et arg(z’ — ) = arg(z — ) — 3 [7] .

FExercice 2

1.) Considérons, pour tout n € N*, 'équation (E,) : 2*" — 2" — 1 = 0.

1.a)Déterminer les solutions complexes de 1'équation (E).

1.b)En déduire 'expression trigonométrique des solutions complexes de 'équation (E,,).
1.c)Préciser les solutions réelles de I'équation (E,,).

1.d)Vérifier qu'il existe une solution strictement positive de (£,,) de module maximal.
2.) Considérons I'équation (E) : 2" — a, 12" " — ... — a1z — ag = 0 ol les coeficients a;

sont des réels positifs, non tous nuls et n € N*.

2.a)Montrer que la fonction f: z +—— Z

k=0
dans un intervalle que 'on précisera.

— 1 réalise une bijection de R
xn—k +

2.b)En déduire que I'équation (£) admet une unique solution strictement positive r .

2.c¢)Soit z une solution de (F). Montrer que |z| < r.
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Ensembles - Appilcations & Relations Binaires

FEzxercice 1

Soient F, F', G des ensembles, f une application de F dans F' et g une application
de F dans G.
1.)Montrer que si g o f est surjective et g est injective, alors f est surjective.

2.)Montrer que si g o f est injective et f est surjective, alors g est injective.

FExercice 2

Soient £ , F' deux ensembles et A ; B deux parties respectives de F et de F.
Soit f: E — F une application. Montrer que : f(AN f~(B)) = f(4) N B,

Probléme

Déf : Soient (E,R) , (F,S) deux ensembles non vides ordonnés et f: EF — I une
aplication de £ dans F'.
On dit que f est une application croissante si : V(z,y) € E? 2Ry = f(2)Sf(y).

Partie |

On suppose que R muni de la relation d’ordre < usuelle. On considére 'application
f: R — R définie par : Vo € R f(x) = sup{0, z}.
l.a)Vérifier que Vx € R z < f(x).
1.b)Montrer que f est croissante.
1.c)Montrer que fo f = f.
2.) Onpose F'={x € R/ f(z) = x} et pour tout = de R on pose F,, = {y € F' / x < y}.
2.a)Déterminer F.

2.b)Montrer que F), admet un plus petit élément.
Partie II

Soit H un ensemble et E' = P(H). Soit A € F et ¢ : E — E une application
définie par : VX € E ¢(X) = X U A.

3.a)Vérifier que VX € £ X C p(X).

3.b)Montrer que ¢ est croissante.

3.c)Montrer que p o p = .

4.) On pose G={X € E / p(X) = X} et pour tout X de E on pose
Gx={YeG/XCY}

4.a)Déterminer G.

4.b)Montrer que G x admet un plus petit élément.
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Partie II1

Soit L un ensemble non vide muni d’une relation d’ordre notée R.
5.) Soit g une application de L dans L vérifiant :
(i) Veel zRg(x);
(ii) g est croissante;
(iii) gog = g.
On pose K ={z € L / g(x) = z} et pour tout x de L on pose K, = {y € K / 2Ry}.
5.a)Montrer que K n’est pas vide et que, pour tout x de L, K, n’est pas vide et admet
un plus petit élément.
5.b)On suppose que toute partie non vide de L admet une borne inférieure.
Soit C' une partie non vide de K. Montrer que inf(C) € K.
6.) Soit h une application de L dans L. Soit B une partie de L telle que :
pour tout x de L, B, = {y € B / Ry} est non vide et admet h(x) comme plus petit
élément.
6.a)Montrer que h vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii) de la question IIL.5.
6.b)Montrer que B = {x € L / h(x) = x}.
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