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Simulation Concours Blanc N°1

Nombres Réels

Probléme 1

On considére I'ensemble E = [0,1] € R.On dit qu'une application f : E — E est

crotssante si et seulement si :

Y(z,y) € E*. z<y = flz) < fy)

J 1.) Soit A une partie non vide de E. Justifier que sup(A) et sup f(A) existent et

appartiennet a F.

On dit que f est sup-stable si et seulement si :

VAeP(E), A#0 = f(sup(A)) = sup/*f(A).
2.) Soient deux applications f : E — E et g : E — E qui sont sup-stables.
V 2.a)Verifier que : YA € P(E), (g0 [)(A) = g(f(A)).
2.b)En déduire que g o f est sup-stable.
\/3.) Montrer que si une application f : E — E est croissante, alors pour toute partie
non vide A de E, on a sup f(A4) < f(sup(A)).- )
v ¢ 4.) Exhiber un exemple d’application f: E — E qui est croissante mais qul n'est pas
sup-stable.
\/ 5.) Montrer que si f: E— Eest sup-stable, alors f est croissante.

On considére désormais une app&ation f: E — E qui est sup-stable.
On netera Fiz(f) = {v € E/f(x) =z} I'ensemble des points fixes de f.
On pose X ={1€ E/f(z) < z}.
6.) Montrer que X posséde une borne inférieure o € E.

« 7.) Montrer que « est le plus petit élément de Fix(f).
On définit I'ensemble Y = {f"(0)/n € N} ou f" = fo fo.. of avec £ = Idg.

\/ 8.) Justifier que Y posséde une horne supérieure 3 dans E.

/9. Montrer que f(¥) = {/"(0)/n € N'} et aue sup(Y") = sup f(V).
%\ 10. ) Moutrer que 3 = .
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Partie entiére

Exercice 1

Soit x € R,.. Montrer que l\/EJ = lﬁj

Exercice 2

Montrer que pour tout n € N, l\/ﬁ +yVn+ IJ = l\/ 4n + 2J.

Exercice 3

Soit n € N*, Etablir que

n—1

Vx € R, Z lx+ %J = |nx|.

k=0

Bornes supérieures et inférieures

Exercice 4

Etudier I’existence puis déterminer le cas échéant les bornes supérieure et inférieure des

ensembles suivants :

_ 2 ) 2" 2.
l.A_{l—ﬁ,neN*}, 5‘8:{W’ (m,n)eN},
2. B= {1—%—— (mn)E(Z*)}
6. 7= {12, 0-1 el
3. (:’:{1 m;én} n+l q+1’
4. D= { pq ,(p,q)E(N*)Z}; 7.9={L (m n)E(N*)Z}.
p>+q? m2+mn+n2’ 27
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Partie entiére

Solution 1

Posons n = [y/x]. Alors n < \/x < n+ 1. Donc n? < x < (n + 1)2. D’une part, n? est entier et n?> < x donc n? < |x|. D’autre part,
|x] < x < (n+ 1)2. Finalement n? < |x| < (n + 1)? puis, par stricte croissance de la racine carrée, n < 1/|x] < n + 1. Comme n est un
entier, ceci signifie que [\/ [xJJ =n= [\/ﬂ

Solution 2

Soitn € N
%(\/ﬁ+\/n_ﬂ)s\/§(n+(n+l))
Vrn+vVn+1<an+2
|Vr+Vn+1| < |[Van+2]

ce qui équivaut a

Par croissance de la partie entiere

Posons alors p = l\/ﬁ +Vn+ 1J. Alors
Vn+Vn+1<p+1
Les deux termes étant positifs, on obtient par passage au carré
2n+1+2Vn2+n<(p+1)>

ou encore
2Vn2+n<(p+1*-02n+1)

A nouveau par passage au carré
a2 +4n < ((p+172 - 2n+1))
Les deux membres étant entiers, on peut alors affirmer que
an? +4n+1< ((p+ 1% —(2n+ 1))

c’est-a-dire ,
2n+1 <((p+1)*—(@2n+1))

On remarque alors que 21 + 1 et (p + 1)2 — (2n + 1) sont positifs (en effet, (p + 1)?> — (2n + 1) > 24/n2 + n > 0) donc
2n+1<(p+12?-2n+1)

ou encore
4n+2<(p+1)?

Or un carré d’entier ne peut étre congru a 2 modulo 4 donc
4n+2 < (p+1)>

o Van+2<p+1
l\/THJSp=[\/Z+\/n_+1J
lﬁ+\/n+1Js[\/4n+2J

[Vn+Vn+1| = |Van+2|

Puisque p + 1 est entier,

Or on a vu précédemment que

Finalement,



http://lgarcin.github.io

Solution 3

Posons, pour tout réel x,

n-1 k
f(x) = Z lx + ZJ — |nx].
k=0
P La fonction f est 1/n-périodique car, pour tout réel x,
n-1 1k
fx+1/n) = x+E+EJ—[n(x+l/n)J
k=0"%
n—1

x+$J—[nx+1j

=
1]
=]

Il
M=

k
x+ﬁ_—[nxj—1

k=1
n—1 k
=Y |x+=|+lx+1—|nx] -1
n
k=1L .
n-1 k
=2 x+—|+|x]+1—-|nx|—-1
n
k=1t .
n-1
= x+lf — |nx|
k=ol T
= f(x)
o Soit alors x € [0,1/n[.On a |nx| =0et
k —1+1
Vo<k<n—1, 0<x+ﬁ<%=1

YVOL<k<g<n-1, [X+§J=0,

et finalement f(x) = 0.

P La fonction f est 1/n-périodique et nulle sur [0, 1/n][, elle est donc nulle sur R.

Solution 4

Bornes supérieures et inférieures

1. Puisque pour toutn € N*, 2 — L >letquel =2-— % € A,1 =minA. A fortiori, 1 = inf A.

n
De plus, pour tout n € N*, 2 — 1 > 1 et la suite (2 _1
n

) est une suite d’éléments de .A convergeant vers 2 donc 2 = sup A.
n/neN#*

2. pourtout(m,n)e(z*)z,_lSl_l_l33,_1=1_%_%eget3=1—%—%eﬂdonc—l:minﬂetS:maxB.A
m n —_ —

fortiori, —1 = inf B et 3 = sup B.

3. Pour tout (m,n) € Z?telque m # n,0 < 1 —
fortiori, 0 = infC et 2 = sup C.

! SZ,O:I—LG(L’et2=1—Le(:’donoO:min(?etZ:min@.A
n—-m 1-0 0-1
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1 1 1x1 1 -
< -.Deplus, - = XL € Ddonc - = maxD. A fortiori,
2 2 12+12 2

pq

4. Pour tout (p,q) € (N*)%, (p — q)* > 0 donc p? + ¢ > 2pq puis pore

1
5 = sup D.
Pour tout (p, q) € (N*)%,

P1_ > 0 et la suite (L> est une suite d’éléments de D convergeant vers 0 donc 0 = inf D.
p?+q? n2+1/pen*

2" . g .
5. Pour tout (m,n) € N>, ——— > 0 et la suite ( est une suite d’éléments de € convergeant vers 0 donc 0 = inf €.

2my3ntm 2m43m )meN

Posons uy, , = pour tout (m, n) € N2, Soit m € N. Alors pour tout (m, n) € N2,

o2my3n+m

2n+1 271 2m+n+1 +2. 3m6n _ 2m+n —3. 3m6n
Um,n+1 = Umpn = om ¥ 3mtn+l ~ pm y 3mtn = (2m 4 3m+n) (2m 4 3m+n+l)

2m+n _ 3m6n

= (2m + 3m+n) (2m + 3m+n+1) = 0

. o (1 1 1.
car 6 > 2 et 3 > 2. La suite (U, ,)nen €st donc décroissante. On en déduit que pour tout n € N, Uy, < Uy = ——— < 5 puis que

2my3m

1 . 1
> est un majorant de &. De plus, - =

1 o1
€ €donc - = max . A fortiori, - = sup £.
2 2043040 2 2

6. Pour tout (n,q) € N2,
n+2 q-1 1 2
=2+ -~
n+l q+1 n+l q+1

de sorte que
2 -1
n+ R S N

0<
n+l qgq+1~

. +2 s .
La suite <n—+1 - 1) est une suite d’éléments de F convergeant vers 0 donc 0 = inf C.
n neN

. -1 iz

La suite (2 + q—+1> est une suite d’éléments de F convergeant vers 3 donc 3 = sup C.

q
qeN

1X1

7. Pour tout (m, n) € (N*), m?+mn+n? = (m—n)*+3mn > 3mn donc ——— < o=
m 3 124+1x1+12

1
€ Gdonc 3= max G.

L1
A fortiori, 3= sup G.

m

L > 0 et la suite

Pour tout (m, n) € (N*), (—) est une suite d’éléments de G convergeant vers 0 donc 0 = inf G.
m2+mn-+n2 n2+n+1/pen+
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