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Partie entière

Exercice 1

Soit 𝑥 ∈ ℝ+. Montrer que ⌊√⌊𝑥⌋⌋ = ⌊√𝑥⌋.

Exercice 2

Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, ⌊√𝑛 + √𝑛 + 1⌋ = ⌊√4𝑛 + 2⌋.

Exercice 3

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Etablir que

∀𝑥 ∈ ℝ,
𝑛−1
∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛⌋ = ⌊𝑛𝑥⌋.

Etudier l’existence puis déterminer le cas échéant les bornes supérieure et inférieure des
ensembles suivants :

1. 𝒜 = {1 − 2
𝑛, 𝑛 ∈ ℕ∗} ;

2. ℬ = {1 − 1
𝑚 − 1

𝑛, (𝑚, 𝑛) ∈ (ℤ∗)2} ;

3. 𝒞 = {1 − 1
𝑛 − 𝑚, (𝑚, 𝑛) ∈ ℤ2, 𝑚 ≠ 𝑛} ;

4. 𝒟 = {
𝑝𝑞

𝑝2 + 𝑞2 , (𝑝, 𝑞) ∈ (ℕ∗)2} ;

5. ℰ = { 2𝑛
2𝑚 + 3𝑛+𝑚 , (𝑚, 𝑛) ∈ ℕ2} ;

6. ℱ = {𝑛 + 2
𝑛 + 1 +

𝑞 − 1
𝑞 + 1, (𝑛, 𝑞) ∈ ℕ2} ;

7. 𝒢 = { 𝑚𝑛
𝑚2 +𝑚𝑛 + 𝑛2 , (𝑚, 𝑛) ∈ (ℕ∗)2}.

Bornes supérieures et inférieures
Exercice 4
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Partie entière
Solution 1

Posons 𝑛 = ⌊√𝑥⌋. Alors 𝑛 ≤ √𝑥 < 𝑛 + 1. Donc 𝑛2 ≤ 𝑥 < (𝑛 + 1)2. D’une part, 𝑛2 est entier et 𝑛2 ≤ 𝑥 donc 𝑛2 ≤ ⌊𝑥⌋. D’autre part,
⌊𝑥⌋ ≤ 𝑥 < (𝑛 + 1)2. Finalement 𝑛2 ≤ ⌊𝑥⌋ < (𝑛 + 1)2 puis, par stricte croissance de la racine carrée, 𝑛 ≤ √⌊𝑥⌋ < 𝑛 + 1. Comme 𝑛 est un
entier, ceci signifie que ⌊√⌊𝑥⌋⌋ = 𝑛 = ⌊√𝑥⌋.
Solution 2

Soit 𝑛 ∈ ℕ

1
2 (
√𝑛 + √𝑛 + 1) ≤ √

1
2 (𝑛 + (𝑛 + 1))

ce qui équivaut à
√𝑛 +√𝑛 + 1 ≤ √4𝑛 + 2

Par croissance de la partie entière
⌊√𝑛 + √𝑛 + 1⌋ ≤ ⌊√4𝑛 + 2⌋

Posons alors 𝑝 = ⌊√𝑛 + √𝑛 + 1⌋. Alors

√𝑛 +√𝑛 + 1 < 𝑝 + 1
Les deux termes étant positifs, on obtient par passage au carré

2𝑛 + 1 + 2√𝑛2 + 𝑛 < (𝑝 + 1)2

ou encore
2√𝑛2 + 𝑛 < (𝑝 + 1)2 − (2𝑛 + 1)

A nouveau par passage au carré
4𝑛2 + 4𝑛 < ((𝑝 + 1)2 − (2𝑛 + 1))2

Les deux membres étant entiers, on peut alors affirmer que

4𝑛2 + 4𝑛 + 1 ≤ ((𝑝 + 1)2 − (2𝑛 + 1))2

c’est-à-dire
(2𝑛 + 1)2 ≤ ((𝑝 + 1)2 − (2𝑛 + 1))2

On remarque alors que 2𝑛 + 1 et (𝑝 + 1)2 − (2𝑛 + 1) sont positifs (en effet, (𝑝 + 1)2 − (2𝑛 + 1) > 2√𝑛2 + 𝑛 ≥ 0) donc

2𝑛 + 1 ≤ (𝑝 + 1)2 − (2𝑛 + 1)

ou encore
4𝑛 + 2 ≤ (𝑝 + 1)2

Or un carré d’entier ne peut être congru à 2 modulo 4 donc

4𝑛 + 2 < (𝑝 + 1)2

puis
√4𝑛 + 2 < 𝑝 + 1

Puisque 𝑝 + 1 est entier,
⌊√4𝑛 + 2⌋ ≤ 𝑝 = ⌊√𝑛 + √𝑛 + 1⌋

Or on a vu précédemment que
⌊√𝑛 + √𝑛 + 1⌋ ≤ ⌊√4𝑛 + 2⌋

Finalement,
⌊√𝑛 + √𝑛 + 1⌋ = ⌊√4𝑛 + 2⌋
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Solution 3

Posons, pour tout réel 𝑥,

𝑓(𝑥) =
𝑛−1
∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛⌋ − ⌊𝑛𝑥⌋.

▶ La fonction 𝑓 est 1/𝑛-périodique car, pour tout réel 𝑥,

𝑓(𝑥 + 1/𝑛) =
𝑛−1
∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 1
𝑛 +

𝑘
𝑛⌋ − ⌊𝑛(𝑥 + 1/𝑛)⌋

=
𝑛−1
∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘 + 1
𝑛 ⌋ − ⌊𝑛𝑥 + 1⌋

=
𝑛
∑
𝑘=1

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛⌋ − ⌊𝑛𝑥⌋ − 1

=
𝑛−1
∑
𝑘=1

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛⌋ + ⌊𝑥 + 1⌋ − ⌊𝑛𝑥⌋ − 1

=
𝑛−1
∑
𝑘=1

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛⌋ + ⌊𝑥⌋ + 1 − ⌊𝑛𝑥⌋ − 1

=
𝑛−1
∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛⌋ − ⌊𝑛𝑥⌋

= 𝑓(𝑥)

⋄ Soit alors 𝑥 ∈ [0, 1/𝑛[. On a ⌊𝑛𝑥⌋ = 0 et

∀0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 − 1, 0 ⩽ 𝑥 + 𝑘
𝑛 < 𝑛 − 1 + 1

𝑛 = 1

d’où
∀0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 − 1, ⌊𝑥 + 𝑘

𝑛⌋ = 0,

et finalement 𝑓(𝑥) = 0.

▶ La fonction 𝑓 est 1/𝑛-périodique et nulle sur [0, 1/𝑛[, elle est donc nulle sur ℝ.

Solution 4

Bornes supérieures et inférieures

1. Puisque pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 2 − 1
𝑛
≥ 1 et que 1 = 2 − 1

1
∈ 𝒜, 1 = min𝒜. A fortiori, 1 = inf𝒜.

De plus, pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 2 − 1
𝑛
≥ 1 et la suite (2 − 1

𝑛
)
𝑛∈ℕ∗

est une suite d’éléments de 𝒜 convergeant vers 2 donc 2 = sup𝒜.

2. Pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ (ℤ∗)2, −1 ≤ 1 − 1
𝑚
− 1

𝑛
≤ 3, −1 = 1 − 1

1
− 1

1
∈ ℬ et 3 = 1 − 1

−1
− 1

−1
∈ ℬ donc −1 = minℬ et 3 = maxℬ. A

fortiori, −1 = infℬ et 3 = supℬ.

3. Pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ ℤ2 tel que 𝑚 ≠ 𝑛, 0 ≤ 1 − 1
𝑛−𝑚

≤ 2, 0 = 1 − 1
1−0

∈ 𝒞 et 2 = 1 − 1
0−1

∈ 𝒞 donc 0 = min𝒞 et 2 = min𝒞. A
fortiori, 0 = inf𝒞 et 2 = sup𝒞.
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4. Pour tout (𝑝, 𝑞) ∈ (ℕ∗)2, (𝑝 − 𝑞)2 ≥ 0 donc 𝑝2 + 𝑞2 ≥ 2𝑝𝑞 puis 𝑝𝑞
𝑝2+𝑞2

≤ 1
2
. De plus, 1

2
= 1×1

12+12
∈ 𝒟 donc 1

2
= max𝒟. A fortiori,

1
2
= sup𝒟.

Pour tout (𝑝, 𝑞) ∈ (ℕ∗)2, 𝑝𝑞
𝑝2+𝑞2

≥ 0 et la suite ( 𝑛
𝑛2+1

)
𝑛∈ℕ∗

est une suite d’éléments de 𝒟 convergeant vers 0 donc 0 = inf𝒟.

5. Pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ ℕ2, 2𝑛

2𝑚+3𝑛+𝑚
≥ 0 et la suite ( 1

2𝑚+3𝑚
)
𝑚∈ℕ

est une suite d’éléments de ℰ convergeant vers 0 donc 0 = infℰ.

Posons 𝑢𝑚,𝑛 =
2𝑛

2𝑚+3𝑛+𝑚
pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ ℕ2. Soit 𝑚 ∈ ℕ. Alors pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ ℕ2,

𝑢𝑚,𝑛+1 − 𝑢𝑚,𝑛 =
2𝑛+1

2𝑚 + 3𝑚+𝑛+1 −
2𝑛

2𝑚 + 3𝑚+𝑛 = 2𝑚+𝑛+1 + 2 ⋅ 3𝑚6𝑛 − 2𝑚+𝑛 − 3 ⋅ 3𝑚6𝑛

(2𝑚 + 3𝑚+𝑛) (2𝑚 + 3𝑚+𝑛+1)

= 2𝑚+𝑛 − 3𝑚6𝑛

(2𝑚 + 3𝑚+𝑛) (2𝑚 + 3𝑚+𝑛+1)
≤ 0

car 6 ≥ 2 et 3 ≥ 2. La suite (𝑢𝑚,𝑛)𝑛∈ℕ est donc décroissante. On en déduit que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑚,𝑛 ≤ 𝑢𝑚,0 =
1

2𝑚+3𝑚
≤ 1

2
puis que

1
2

est un majorant de ℰ. De plus, 1
2
= 20

20+30+0
∈ ℰ donc 1

2
= maxℰ. A fortiori, 1

2
= supℰ.

6. Pour tout (𝑛, 𝑞) ∈ ℕ2,
𝑛 + 2
𝑛 + 1 +

𝑞 − 1
𝑞 + 1 = 2 + 1

𝑛 + 1 −
2

𝑞 + 1
de sorte que

0 ≤ 𝑛 + 2
𝑛 + 1 +

𝑞 − 1
𝑞 + 1 ≤ 3

La suite (𝑛+2
𝑛+1

− 1)
𝑛∈ℕ

est une suite d’éléments de ℱ convergeant vers 0 donc 0 = inf𝒞.

La suite (2 + 𝑞−1
𝑞+1

)
𝑞∈ℕ

est une suite d’éléments de ℱ convergeant vers 3 donc 3 = sup𝒞.

7. Pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ (ℕ∗),𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2 = (𝑚−𝑛)2+3𝑚𝑛 ≥ 3𝑚𝑛 donc 𝑚𝑛
𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2

≤ 1
3
. De plus, 1

3
= 1×1

12+1×1+12
∈ 𝒢 donc 1

3
= max𝒢.

A fortiori, 1
3
= sup𝒢.

Pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ (ℕ∗), 𝑚𝑛
𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2

≥ 0 et la suite ( 𝑛
𝑛2+𝑛+1

)
𝑛∈ℕ∗

est une suite d’éléments de 𝒢 convergeant vers 0 donc 0 = inf𝒢.
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