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Devoir Surveillé N°4

Structures-Arithmétique
Fonctions Réelles

Durée : 4 heures

Probléme 1 : Entiers somme de deux carrés
L'objectif de ce probléme est de déterminer quelt tes entiers naturels qui sont somme de deugsar
Notations :

N, Z et C désignent respectivement les ensembles des emtienels, des entiers relatifs et des nombres
complexes.

On poseZ[i|={a+ibla€Z,beZ}CC et Z[i| =Z[i]\{0}.
Pour z € C, on poseN (z) = 2z .
Partie | :Présentation de I'anneau C@M

1. Présentation de 'annedijs|.
l.a  Vérifier queZ M est un sous-anneau @& muni de I'addition et de la multiplication usualle
1.b  Etablir que pour tout,v € Z[i], N(uv) = N(u)N(v) et que pour tout € Z[i|, N(u)€N.

1.c  Unélément € Z[i] est dit inversible ssi il existec Z[i] tel queuv=1.
Montrer que siu est inversible alorsV(u) =1.
Déterminer alors I'ensemble, noté, des éléments inversibles ﬂﬁéz]

2. Divisibilité dans 'annealZ|i|.
Soit u,v € Z[i| . On dit queu divise v dansZ]i|, et on noteu |v, ssi il existes € Z[] tel quev=su.
2.a  Soitu,v,w € Z[i| . Etablir limplication que siu|v et v|w alorsu|w .
2.b  Soitu,ve Z[i]. Etablir que siu|v etv|u alorsu=+v ou +iv.
2.c  Soitu,v € Z[i]. Montrer que siu divise v alors N(u) divise N(v) dansZ .
2.d  Déterminer les diviseurs de-i, puis del+3i dansZi.
3. Division euclidienne dan&|i].

3.a  Montrer que pour toute C, il existe u € Z[i] tel que N(u—2z) <1.
Ce u est-il unique ?

3.b  Montrer que pour tout € Z[i] et toutv € Z[i]*, il existe (¢,r) € Z[i]x Z[i] tel que :
u=wvqg+r avecN(r) < N(v).
On pourra utiliser la division dars .

Partie Il : Arithmétique dang[i|

1. SoitseZ[i|. On notes Z[i|={6ulu € Zil} .
Montrer queé.Zi| est un sous-groupe additif d&i].
2. Soitu,v e ZM avecu =0 ouv=0.0n notel(u,v)= {uz +v'lz,2 € ZM} .
2.a Observer qua et v appartiennent a 'ensemblgu,v) .
2.b Montrer que 'ensemble = { N (w)/w € I(u,v)\{0}} posséde un plus petit élémeht- 0.

2.c  Soit§ un élément dd (u,v) tel que N(6) =d . Etablir quel(u,v) =6.Z[i].
On pourra exploiter la division euclidienne présengn 1.3b.
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Montrer qued divise u et v puis que
pour toutw € Z[i], on a I'équivalence «(|u etw|v) < w|s.

On dit queé est un pgcd de et v .

Soit u,v € Z|i] avecu=0 ouv=0.

On dit queu et v sont premiers entre eux ssi le nombreléfini en 11.2.d appartient @:tl,iz‘}.
Dans les questions 3.a et 3.b, on supposeuqaev sont premiers entre eux.

Justifier qu'il exister,2’ € Z[i] tel quel=uz+ vz’

Soitw € ZM . Montrer que siu divise vw alorsu divise w .

Soitu € Z[i]— {0, 14i} .

On dit queu est irréductible ssi ses seuls diviseurs sobtti,+u et +iu .

Soitv € Z[i] . On suppose que irréductible et ne divise pas.
Montrer queu et v sont premiers entre eux.

Soitv,w € Z[i]. On suppose que est irréductible et divisew .
Montrer quew divise v ou divisew .

Partie 11l : Nombres somme de deux carrés

on noteX = {a* +b°/ac Z,b e Z} .
Montrer quer € ¥ < Ju € Z[i],n = N (u) .

En déduire que si,n’ € X alorsnn’ €%
p désigne un nombre premier strictement supérieur a

Montrer quep € ¥ = p =1 modulo 4.

Nous admettrons que I'implication réciproque esie/{quoique loin d’étre immédiate).
Ainsi 5=+ 2,13=2+ 3F,17=F + #,... sont des éléments d&.

Montrer que sp n'est par irréductible alorp € 3.

Soita,b€Z etn=a*+b’€X. Soit p=3 modulo 4, un nombre premier diviseur de
Montrer quep |a +ib dansZli].
En déduire que® divise n .

Etablir que les entiers naturels non nuls apparit 2> sont les nombres de la forme= p;*p3?... py"
avec p;,p,,...,py nombres premiers deux a deux distinctagty,,...,«, entiers naturels tels que :

V1<i< N, p, =3 modulo 4= «, est pair.
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Probléeme 2 : Etude d’'une équation fonctionnelle

Thémes abordés : Continuité et dérivabilité destfons numériques.

Les parties | et Il sont entierement indépendantes.
En dehors de la derniére question, la partie tlirependante de la partie II.

eZ:l: _ 1

Dans tout le probléme : on considére la fonctiprR — R définie pary(x) :W'

Partie | : Etude de la fonctiog

l.a  Etudier la parité de .

1.b  Etudier les variations de sur R et préciser ses branches infiniesemo et —cc .
1.c  Donner I'allure de la courbe représentative.de

2.a  Justifier quep est une bijection d® sur un intervallel de R & préciser.

2.b  Observer que pour towtc R : ¢'(z) =1—¢*(z).

2.c  Montrer quep *:1 — R est dérivable et exprimer simplement sa dérivée.

Partie Il : Etude d’'une premiére équation fonctietia

Le but de cette partie est de déterminer les fonstf : R — R dérivables erD vérifiant :
VreR,f(2r)= 2f ().

On considéref une fonction solution.

1. Calculer f(0).

2. Soitz € R”. On définit une suite reelley,) par:VneN,u, =——=.

2.a  Montrer qugu,) converge et exprimer sa limite.

2.b  Exprimeru,,, en fonction dey, .

n+1

3. Conclure qu'il existex € R tel queVz eR, f(z)=a.z.

Partie Ill : Etude d’'une seconde équation fonctiela

Le but de cette partie est de déterminer les fonstf: R — R dérivable en0 vérifiant :

Vo R, f(2)=—2 @
1+ (f (@)
1. Montrer quep est solution du probléme posé.
2. On considére dans cette questjomine solution du probléme posé.

2.a  Déterminer les valeurs possiblesfd®) .

2.b  Montrer que—f est aussi solution
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Montrer quevz € R,—1< f(z)<1.

(indice : on pourra exprimef(z) en fonction def

zb-

On suppose dans cette question gjuest solution du probléme posé et gi(8) =1.

On considérer € R et I'on définit la suite(w,) parVneN,u, = f ZiJ

Montrer que la suitéu,) est convergente et préciser sa limite.
Etablir une relation entrg, etu,_, .
En déduire que la suife,) garde un signe constant et préciser celui-ci.

Etudier la monotonie de la suite,) et en déduire que celle-ci est constante égale a
Qu’en déduire quant a la fonctign?

Que peut-on dire si I'nypothesef40) =1 » et remplacée par £0)=—1 » ?

On suppose dans cette question gjuest solution du probléme posé et gi(8) = 0.

En raisonnant par I'absurde et en considémamsuite du méme type que ci-dessus, montrer que
VreR, f(x)=1et f(z) =—1.

On introduit la fonctiony : R — R définie parg(z) = ¢ '(f()).
Montrer quevVz € R,g(2x)= 29 (x) et queg est dérivable e®.

En déduire une expression fie) dépendant d’un paramétrec R .
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Correction
Probleme 1 ;

Partie |

Z[i]cC, 1=1+4 0i € Z[i| et Vu,v € Z[i], on peut écrireu =a+1ib, v=c+id aveca,b,c,dE€Z
Onau—v=(a—c)+i(b—d)€Z[i] (cara—c,b—d € Z),
et uv:(ac—bd)—&—i(ad—&—bc)el[i} carac—bd,ad+bceZ.

Ainsi Z[i] est un sous anneau @€,+,x).

Yu,v € ZM , N(uwv) = WYY = WTVT = N(u)N(v)
Vu € Z[i|, on peut écrireu = a+ib aveca,b€Z donc N(u)=ut =a’+b*€N.

Supposons € Z|i| inversible et introduisons € Z[i] tel queuv=1.

OnaN(uw)=N@)=1et N(uv)= N(u)N(v) donc N(u)N(v)=1 avecN(u),N(@w)eN.

Par suiteN (u) = N(v) =1.

On peut écrireu =a +1ib aveca,bcZ.

N(u) = a® +b*=1 donne(a,b) = (1,0),( 1,0),(0,1)ou (0,— 1) doncu = +1 ou u = =i .
Inversement, ses éléments sont inversibledgde=1, (—1)x (—1)=1, ix(—i) =1 et (—i)xi=1.
U={1i—1-}.

Siulv etv|w alors il existes,t € Z[i] tel quev=su etw=tv.

On a alorsw = (st)u avecst € Z[i| et par suiteu |w .

Siu|v etv|u alors il existes,t € Z[i| tel quev=su etu=tv.
Par suiteu = (ts)u .

Si u=0, on obtientts =1 donct est inversible et alors= 41 ou ¢t = 4.
Par suiteu = +v ou u = +iv.
Siu=0 alorsv=su=u etdoncu=v.

Siu|v alors il existes € Z[i| tel quev = su. On a alorsN (v) = N(su) = N(s)N(u) avecN(s) €N
donc N(u)|N(v).

N@1+i)=2 et Div(2)NN={1,2}.

Si u divise1+4i alors N(u)=1 ou N(u)=2.

Si N(u)=1 alorsu=+1 ouu==i.

Si N(u)=2 alorsu=1+14,1—4i,— 144 ou —1—1.

Inversement, les nombres proposés sont diviseutstde

N(1+3i)=10et Div(10)NN={1,2,5,10.

Si N(u)=1 alorsu=+1 ouu==i.

Si N(u)=2 alorsu=1+14,1—i,— 144 ou —1—1.

Si N(u)=5 alorsu=1+2{,1- 2 — 27 ou —2—i.

Si N(uw)=10 alorsu=1+3i{,1- 3~ 3+i ou —3—1.

Inversement, les nombres proposés sont diviseutstci.

Soita etb les entiers respectivement les plus procheReg) et Im(z).
Pouru=a+ib€Z[i],on aN(u—v)=(a—Re@)f + 0 — Imz)zgi+711§—;< 1

Il N’y a pas unicité de. . Par exemple, pow:% , les quatre complexed,1;; et1+i conviennent.
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Soitq € Z[i] tel queN[qE]<1 etr=u—vq€Zli|.
v

Onau=wvg+r et N(r):N(u—vq):N(v)N[E—q]<N(v) (sachantN (v) > 0).

Partiell

$Z[i|CZ[i]. 0=6.0€ § Z[i]. Yx,y € §Z]i|, on peut écrirer =b6.u ety =5.v avecu,v € Z[i|.
Onaz—y=46.(u—v)€bZ[i] caru—veZ[i]. Ainsi 6.Z][i] estun sous groupe d&|[i],+).
v=ul+v.0el @) etv=u04+v.1e1 ().

A={N(w)/weI(u,v)\{O0}} estune partie d& , minorée par 1 et non vide caf(u) ou N(v)
appartient a cet ensemble (selon que 0 ou v=0). Par suiteA posséde un plus petit élémeht-0.
6 € I(u,v) donc on peut écriré = u +v¢’ avec¢, & € Z[i.

Vz € §.Z|i], on peut écrirer = §y avecy € Z][i].

On a alorsz = u(6¢) +v(86¢") € I(u,v) . Ainsi 6.Z[i] C I (u,v).

Inversement, soit: € I(u,v) . On peut écrirer = uz + vz’ avecz,z’ € Z[i]

Réalisons la division euclidienne depar§ : z =8¢+ r avecN(r) < N(6).
Orr=z—6q=u(z—&q)+v(z' —&'q) € I(u,v) doncsir=0,onaN(r)c A. Ceci contredit la
définition ded =min A car N(r) < N(6) =d . Nécessairement=0 et par suitez € 6.ZM .

u € I(u,v) = §6Z]i] donc on peut écrire = 6.2 avecz € Z[i|. Ainsi § |u. De mémes|v .

Siw|é alorsw|u etw]|v par transitivité de la divisibilité.

Inversement s |u et w|v alors on peut écrire = ws et v=wt avecs,t € ZM et donc I'écriture
§=ué+v¢" avect, ¢’ € Z[i] introduite ci-dessus donne= w(s¢ +t¢') . Ainsi w|§ .

I(u,v) =6.L[i)=Z]i] caré e {+1,+i}.

Or 1€ Z[i] doncle I (u,v) et par suitedz,z' € Z[i] tels quel=uz+vz'.

Supposons |vw . On aw = wx k= uwz +vwz’, or u|uwz etu|vwz’ donc sans difficultés |w .

Posong un pgcd deu et v . § estun diviseur de I'élément irréductible

Si 6 =+u ou é = +iu alors, puisqued |v, u|v. Ceci est exclu.

Il reste6 =41 ou 6 =+i etdoncu etwv sont premiers entre eux.

Siu divise v : ok

Sinon, u est premier avee et donc puisque: |vw on aw|w en vertu de 11.3b.

Partielll

Sin e ¥ alors on peut écrire =a”+b” aveca,b e Z etalorsn = N(u) avecu=a+ib € Zi].
Inversement, sh = N(u) avecu € ZM , alors on peut écrire =a+ib aveca,b€Z etona
N(u)=a*+b*€X.

Sin,n' € alors on peut écrire = N (u) et n’ = N(v) avecu,v € Z]i|.

On a alorsnn’ = N (u)N (v) = N(uv) avecuv € Z[i] doncnn' €%

Puisquep est premier et strictement supérieur a 2, il npest divisible par 2.
Par suitep =1 ou p =3 modulo 4.

Puisquep € ¥, on peut écrirep =a® +b* aveca,b€Z.
Or les seuls valeurs possibles efemodulo 4 sont 0 ou 1 done= 0, 1 ou 2 modulo 4.
Compte tenu de ce qui précéde, il reste 1 modulo 4.
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Sip n'est par irréductible alors on peut écrire= uv avecu,v € Z[i|\{£1,+1} .

On a alorsp® = N(p) = N(u)N (v) . PuisqueN (u) =1, N(v)=1 et p premier, on aV(u) = N(v)=p
etdoncpeX.

Puisquep = 3 modulo 4,p n’appartient pas & (via lll.2a) et doncp est irréductible (via 111.2b)
Onapla®+b®>=(a+ib)a—ib) or p estirréductible dong|(a+ib) ou p|(a—ib).
Orilestclairquep|z=p|z,doncp|(a+b) et p|(a—1ib).

Suite a ce qui précege | (o +ib)a—ib)=n.

Cette derniére divisibilité a lieu a priori daﬁ#i}, mais puisquen/p2 est le rapport de deux entiers, sera
un entier et donc la divisibilité a lieu dafs.

Soitn = p*py2...p3~ de la forme proposédl <li <N :

Si p, =2 ou p, =1 modulo 4 alorsp, €. (car2=1"+T et par la réciproque admise en Ill.2a)
Par suitep € ¥ car ¥ est stable par produit (I11.1.b)

Si p, =3 modulo 4 alorsy, = 23, et pi = p** =(p?)* € carp?=p’ +0°€X .

Puisque tous leg;",...,py¥ appartiennent &, n = pyp5?...py" appartient & .

Inversement : Soih e XNN*. Sin=1, n estde laforme voulue.

Si n>2, introduisons sa décomposition primaite= p;*p,2... p3~ .

Pour toutl<i< N tel quep, =3 modulo 4.

Si a, =0 alors ¢, est pair.

Si o, >0 alors p, |n. Ecrivonsn = a® +b> aveca,b € Z .

Comme vu en lll.3a, on @, | (a +ib) ce qui permet d’écrire + ib = p,(c +1id) .

On a alorsn = p*(c*+d?) = pm' avecn’' = pipsz..pH%...pir €%,

On peut alors reprendre la démarche aveet, champagne k. est pair.
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Correction
Probleme 2 :

Partie |
e¥_1 1-¢ . )
VreR,—z€R etp(—z)= =—=— , © estimpaire.
T T () Tl L@ o(r), ¢ P
!
2 4"
estC™ ety'(z)=|1— = >0.
4 7@ [ e +1 (¢ + 1}

¢ est donc strictement croissante &ur
2.

Quandz — +oco, ¢(z) ~ €

eZI

—1 donc lim ¢(z) =1.
T—+00
La droite d'équatiorny =1 est asymptote en +oc.

PUiSQUBl*@(I):ZL
&

T 1> 0, I', est en dessous de cette asymptote.

Par imparite, la droite d’équation=—1 est asymptote & en +oco avecl’, au dessus de cette

asymptote.

@ est continue et strictement croissante Rudonc ¢ réalise une bijection d& sur

1=im,lim ¢ =}-1.

, 4 » e —2e% +1 4¢"
SD (ﬂ:) (eZ:r + 1)2 SD (ﬂ:) e 4z +2e2'r + 1 @27: + 1)2

Puisquep est dérivable suR et Vz € R,¢'(z) = 0 on peut affirmer que> " est dérivable et de plus :

1 1 _ 1
P He) 1-(ele '@)® 1-z?

(¢ (@)=

Partiell

L’équation fonctionnelle pout =0 donne f(0)= 2/ (0) d’'ou f(0)=0.
I OEY(©)
h

n

€
avech=—-.
2,

Quandn — +o0, on ah — 0 et par composition,, — f(0).

De part I'équation fonctionnellg %] = Zf[% .Doncu, =u

n+l*

De part I'étude précédente; = f'(0) et doncVz € R*, f(z) = ax aveca = f'(0). De plus cette

relation est encore vraie pour=_0.
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Partielll

@ est dérivable e® .

. 2@ _ 2¢-DE+1) _ €-1 .
v 6R’sz(ac)_(e2’+1)2+ (¢ —1f &+ fW(Z ).
2O oy
1+ £%(0)

L’équation fonctionnelle pour =0 donne f(0) =

f(0)(f?(0)—1)= 0. Par suitef(0)= 0,1 ou —1.
—f est dérivable e® puisquef I'est.

VreR,—f(r)———2@) __2Cf@)
' 1+ (@) 1+ f@))

aveca = f(z/2). Or (a—1)°* >0 et (a+1)> >0 donnent :—(1+a*)< 20 < (L+a”) et

2a
f(fﬁ)zlJra2

par suite—1< f(z)<1.

Quandn — +o0, on a% — 0 et puisquef est continue ef® (car dérivable e®) on a

un:f[ ]—>f(0):1.

T
i
Zf [2”*’1] _ 2un+1

y
x
u = — = = .
n f[ 2n ] T 2 1+ u§+l
1+ f 2n+1

Par la relation ci-dessus :
(u, >0=u,,>0)et(u, <0=u, , <0).

Par suite(u,) est de signe constant et puisgue— 1 on peut affirmer que la suit@:,) est positive.

2
. un, l(un, 171) . x
U, 1 —U, —ﬁgo Carunﬂ—f F E[*l,]] .
Par suite(u,) est décroissante.

(u,) décroit versl, doncVn e N,u, >1.

Oru,=f

n

€[-11 doncVneN,u, =1.

Puisquey, =1, on obtientf(z) =1 et ceci pour tout: € R*. Comme ceci est de plus vrai pati= 0,

f s'avere étre constante égalé .a

Dans le cas of(0)=—1, on applique I'étude ci-dessus-& pour conclure qug est constante égale a
-1.

Supposonsgz € R tel que f(z) =1.

Considéronqu,) de terme générak; = f[zi]

. 2u,
Comme ci-dessus, = —"—

U

Par récurrence on montre alars=1.
Or u, — f(0)= 0, c’est absurde.
Par suiteVz € R, f(z) = 1.

De méme Vz eR, f(z) = —1.



4.b

2f (@)

g(2r)) = f(2r)= % ete(2g(@))= 1+pr((i(é);))2

L'application ¢ étant injective :g(2z)= 2¢g(z).
De plus, par compositiony est dérivable e .

De part la partie Il :

JaeR telqueVz e R,g(z)=ax etdoncf(z) =p(a.z)=

T (fE)

e2(y:r o 1
eZm: 4 1



