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Nombres Complexes

m
Dans toute la suite du probleme, on pose f = —.

17

Tous les calculs demandés doivent étre effectués de maniere exacte (autrement dit les réponses qui utilise-
raient des valeurs approchées fournies par la calculatrice ne sont pas acceptées).

n—1 .
h - 1)h
1. Montrer que : Ya € R, Vh €]0,7[, Vn € N, ZCOS(& +2kh) = snin )COS('G t(n - 1)
Pt sinh

11 = co8 36 + cos 5l + cos 76 + cos 116

2. On pose {
29 = c0s 0 + cos 90 + cos 136 + cos 156

(a) Montrer que z1 > 0.

1
(b) Montrer que z; + x9 = %

(c) Développer l'expression x29, puis linéariser les produits obtenus.
(d) En déduire que z129 = =2(x1 + 29) = -1,
(e) Donner une expression de x; et de x5 a l'aide de radicaux.

i = o83 + cos o, yp =cos T+ cos116

3. On pose
y3 = cosf + cos 136, 4 = cos 96 + cos 150

(a) En g'inspirant de la méthode précédente, calculer les produits 411y et y3ys.

(b) En déduire des expressions de 1, 4, y3 et de g4 a l'aide de radicaux.

T PAl
4. Donner finalement une expression de cos T et de cos T a l'aide de radicaux.
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1. On connait la formule : 2sinz cosy = sin(z + y) + sin(z — y) = sin(z + y) — sin(y — z).

n—1 n—1 n—1
On en déduit : 2sinh Z cos(a + 2kh) = sin(a + (2k +1)h) — Y sin(a + (2k — 1)h).
k=0 k=0 k=0
Il y a une simplification < téléscopique > et il reste :
n—1
2sinh ) cos(a+ 2kh) = sin(a + (2n — 1)h) — sin(a — h)
k=0
On utilise maintenant la formule sinp — sing = 2sin P4 cos P —; a4
n—1
Ainsi 2sin h Z cos(a + 2kh) = 2sin(nh) cos(a + (n — 1)h).
k=0 n—1 .
h —1)h
On a donc obtenu ’égalité : Z cos(a + 2kh) = sin(n )cos(‘a +n-1) )
sin h

k=0
2. (a) On a 60 =7 — 1160 donc cos 110 = — cos 66.

D’autre part, 0 < 30 < 50 < 60 < 70 < g

Il en découle 0 < cos 76 < cos 66 < cos 50 < cos30 < 1.
Ainsi : x1 = cos 36 + cos 50 + cos 70 + cos 116 = cos 30 + (cos 56 — cos 66) + cos 76.

On en déduit z; > 0. >0 >0 >0
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n—1
(b) Onax1+$2:Zcos(a+2kh) avec a = h =10 et n=_8.

k=0
On en déduit o1 + 29 — sin(nh) cos(‘a + (n—1)h) _ sin 8? cos 86 _ sin‘169‘
sin h sin @ 2sin 6
1
Mais 160 = m — 0 donc sin 166 = sinf. On en déduit x1 + x5 = 3

(c) On développe et on trouve :
x1+x2 = (cos30 + cos 50 + cos 70 4 cos 110)(cos 6 4 cos 90 + cos 136 + cos 150)
= cos 30 cos 6 4 cos 36 cos 96 + cos 36 cos 1360 + cos 36 cos 150
+ cos b cos 6 + cos 560 cos 90 + cos 56 cos 136 + cos 56 cos 150

+ cos 70 cos 8 + cos 70 cos 90 + cos 70 cos 130 + cos 70 cos 150
+ cos 1160 cos 6 + cos 116 cos 96 + cos 116 cos 130 + cos 116 cos 150

On applique la formule 2 cos z cosy = cos(z + y) + cos(z — y) :

2(w1 + x2)
= c0s 460 + cos 20 + cos 120 + cos 66 + cos 166 + cos 106 + cos 186 + cos 126
~+ c0s 660 4 cos 40 + cos 140 + cos 46 + cos 186 + cos 80 + cos 200 + cos 100
+ cos 86 + cos 66 + cos 166 + cos 20 + cos 200 + cos 66 + cos 220 + cos 86
+ c0s 126 + cos 106 + cos 200 + cos 20 + cos 2460 + cos 20 + cos 260 + cos 40
= 4cos260 + 4cos4f + 4 cos 60 + 3 cos 89 + 3 cos 100 + 3 cos 120 + cos 1460
42 cos 160 + 2 cos 180 + 3 cos 200 + cos 226 + cos 246 + cos 260

(d) Pour tout entier k, cos (34 — k)8 = cos(2m — k) = cos k6.
cos 260 = cos 80, cos 240 = cos 100, cos220 = cos 126

En particulier :
cos 200 = cos 146, cos 180 = cos 166

On en déduit :
122 = 2(cos 260 + cos 46 + cos 60 + cos 86 + cos 106 + cos 126 + cos 146 + cos 166).
D’autre part, pour tout entier k, on a cos (17 — k)6 = cos(m — k) = — cos 0.

En particulier :
cos 20 = — cos 156, cos40 = — cos 136, cos60 = — cos 116, cos 80 = — cos 96
cos 1060 — cos 760, cos 120 = — cos 56, cos 140 = — cos 30, cos 160 = — cos 8

On en déduit :
x1x2 = —2(cos 1560 4 cos 136 + cos 1160 + cos 960 + cos 76 + cos 50 + cos 36 + cos ).

Ainsi 1T = —2(%1 + 1‘2) = —1.
1
(e) On a xy +x9 = 5 et r1wy = —1.

1
x1, x2 sont donc les solutions de z? — 5 z —1=0, c’est-a-dire de 222 —z — 2 = 0.

ljtx/ﬁet 1-V17
— S

Le discriminant est A = 17, et x1 > 0. Ainsi : 1 = Ty = 1
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3. (a) On linéarise :

y1y2 = (cos 36 + cos 50)(cos 70 + cos 116)

1
= i(cos 100 + cos 460 + cos 146 + cos 860 + cos 1260 + cos 26 + cos 166 + cos 66)

1
= i(cos 26 + cos 460 + cos 660 + cos 86 + cos 100 + cos 1260 + cos 146 + cos 166)

1.1 1 1

= 5(5 33]_.'172) = Zﬂf]_$2 = —Z

De méme, toujours par linéarisation :

y3ys = (cos @ + cos 136)(cos 96 + cos 156)
= cos 0 cos 90 + cos 8 cos 150 + cos 136 cos 90 + cos 130 cos 1560

1
= i(COS 106 + cos 860 + cos 166 + cos 146 + cos 2260 + cos 46 + cos 2860 + cos 26)

On sait que cos 280 = cos 60 et que cos 220 = cos 126.
On en déduit :

1
ysys = —(cos26 4 cos 46 + cos 60 + cos 86 + cos 106 + cos 120 + cos 146 + cos 166)

2
1.1 1
=g =g

(b) Onay +y2 =z et ys +ys = 22.
1
— Calcul de y; et de y2 : On a y; +y2 = x1 et y1y2 = ~7

1
Y1,y sont donc les solutions de y? — z1y — 1= 0, de discriminant A = 2% +1 > 0.
D’autre part 0 < 30 < 50 < g donc y; = cos 30 + cos b0 > 0, et yo < 0.

T+ et +1 1+ V1T+ V344 2V17
2 8 '

On en déduit y; = =

v1— Vet +1 _ 14+V17— V34 +2V17
2 :

2

De méme et y3 =

1
— Calcul de y3 et de y4 : On a y3 +ys4 = 22 et y3ys = 1

1
y3, ya sont donc les solutions de y? — zoy — 1= 0, de discriminant A = 23 +1 > 0.
D’autre part g < 90 < 150 < 7 donc y4 = cos 90 4 cos 150 < 0, et y3 > 0.

zo+ /a3 +1 1 —V17+/34-2/17
2 B 8 '

On en déduit y3 =

De méme, y4 = 5

zy—\/x3+1  1—V17— /34217
= < :
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4. On a y; = cos 30 + cos b8 = 2 cos 40 cos § = —2 cos 136 cos 6.
D’autre part, y3 = cos € + cos 136 (en effet 130 + 40 = 7 = cos 46 = — cos 136.)
Y1

Ainsi cos 0 + cos 130 = y3 et cos 6 cos 1360 = —3

On en déduit que cos@ et cos 30 sont les solutions de 2t? — 2yst — y; = 0.

Le discriminant est A = y3 + 2y;.

Ona0<9<g<139<7rd0nccos€>0etcosl$0<0.

cos @ est donc la solution positive de I'équation 2% — 2yst — y; = 0.

ys + /U3 + 2y
5 .
Apres calcul (euh... aprés Maple) on trouve :

cosf :116<1—\/ﬁ+\/34—2m
+»V%8+12Vﬁ74-2a-Vﬁ?p/&y—2Vﬁ7+4ﬁ\/&y+zvﬁ7>

On en déduit cos 6 =

R {yg:00879—1—008119:2(3059600529
De méme
ya = cos 90 + cos 150 = cos 96 — cos 20
Ainsi cos 20 + (— cos90) = —y,4 et cos 20(— cos90) = —%.

On en déduit que cos 26 et — cos 90 sont les solutions de 2t + 2yt — 32 = 0.
Le discriminant est A = 32 + 2.

On a d’autre part —cos90 = cos80 et 0 < 6 < 86 < g = 0 < cos86 < cos260 < 1.

On en déduit cos 8§ = 22 m ot cos20 = 4 + \ém

2
On trouve :
1
cos 26 :16<—1+\/17+ V34 —2v17

-+¢%+&2Jﬁ+2@ﬁ7—nvM—2¢N—16:M+2¢N>

C’est la formule découverte par Gauss le 30 mars 1796, a I’age de 19 ans, et qui permet d’établir que
I’heptadécagone (le polygone régulier convexe a 17 cotés) est constructible a la régle et au compas.
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