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Blague du jour :

Une maman a sa jeune fille :

- Je te conseille d'épouser un archéologue.

- Ah bon? Et pourquoi?

- Parce que plus on vieillit, plus il vous aime.

Mathématicien du jour Fibonacci

Leonardo Fibonacci (1175- 1250) est un mathématicien italien, connu en frangais sous l'équivalent « Léonard
de Pise ». Son éducation mathématique s'est faite en grande partie en Afrique du Nord, pour des raisons
commerciales. Ayant aussi voyagé en Eqypte, en Syrie, il en rapporta les chiffres arabes et la notation algébrique

EXERCICE 1 —
On considére la suite réelle (u,,) définie par ug = 1, u; = 8, et la relation de récurrence :

Vne N Upio = Upr1 + 2u,

Démontrer que :
Vn e N, Uy, =3 X 2" =2 x (—=1)"

EXERCICE 2 — | (Lol DE MORGAN).

Soient P et @) deux assertions logiques. Démontrer que : P A Q PVQ

EXERCICE 3 — ‘(QUANTIFICATEURS).

1/ Ecrire la négation de chacune des deux assertions suivantes (ou f désigne une fonction définie sur R et
a valeurs réelles) :
a/ P:“dM e R, Vze R, f(zx)=M"
b/ Q:*Ve>0,3a>0,V (x,y) € R, (jy -2 <o) = (If(y) — f(z)] <e)’

2/ Exprimer a l'aide de quantificateurs les deux assertions suivantes.

a/ La fonction f est croissante sur R. b/ La fonction f est périodique sur R.
EXERCICE 4 — ‘ (POUR FINIR).| On considére la suite réelle (u,,) définie en posant :
n+1
Vne N u,o= n+2un
7r
Uy = 5 et u =1

1/ Calculer us et us.

2/ Démontrer que : Vne N, (n+ 1) up1u, = g



# Exercice 5
A et B sont des parties d'un ensemble E. Montrer que :

1) (AAB=ANB)& (A=B=2).

2) (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANBJUBNCIU(CNA).
3)AAB=0 & A=B.

:4) AAC=BAC & A=B.

/ Exercice 6
On considere une application f : E — FE vérifiant fo f = f.

@ 1| Montrer que (f injective ) — (f surjective )
(1) (i1)

Q 2| Soit une partie A C E. Montrer que f(f(A)) = f(A).

@ 3| Soit une partie A C E. Montrer que f~(f71(A)) = f~1(A).




CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N |

EXERCICE 1 —
On considére la suite réelle (u,,) définie par up = 1, u; = 8, et la relation de récurrence :
Vne N, Upo=Upi1 + 2u,
Montrons que : Vn € N, u, =3 x 2" — 2 x (—1)" par récurrence double sur n. Notons P(n) 'assertion :

Uy =3 x 2" —2 x (—=1)"

» Initialisation (n =0 et n = 1). D’aprés énoncé : ug =3 x 20 — 2 x (=1)% et uy =3 x 2! — 2 x (—1)%,
Les assertions P(0) et P(1) sont donc vraies.

» Hérédité. Supposons que les assertions P(n) et P(n + 1) sont vraies pour un certain entier naturel n.
D’apres I'énoncé on a : Upio = Upy1 + 2Uy,.

On en déduit, par hypothése de récurrence : u,10 = 3 x 2" — 2 x (=1)"" +2(3 x 2" — 2 x (—1)").
D’OU @ Upyo =12 X 2" — 2 X (—=1)" =3 x 2"2 — 2 x (—1)"*2,

Cette derniére égalité signifie que Passertion P(n + 2) est vraie, ce qui établit 'hérédité.

» | Conclusion. Vn € N, u, =3 x2" -2 x (—1)"

EXERCICE 2 — | (Lol DE MORGAN).

Soient P et () deux assertions logiques. On a la table de vérité suivante :

PIQIPAQ|PAQ|PVQ
VIiV| V F F
VIF| F \Y% \%
F|V| F \Y% \Y%
F|F| F \Y% \Y%

Il
]
<
Ol

Conclusion. P A Q




EXERCICE 3 — | (QUANTIFICATEURS).

1/ a/ Lanégation de “I M € RVz e R, f(x)=M"est|VM e R Jze R, f(x)#M

b/ La négation de “Ve >0, da >0, V (z,y) € R? (ly —z| < a) = (|f(y) — f(x)| < &)”

est :[de >0, Va>0, 3 (z,y) € R, (ly—z| <a)A(f(y) — f(z)] =€)

2/ a/ L’assertion “f est croissante sur R” peut se traduire par : |V (z,y) € R?, (z <y) = (f(z) < f(y)) |

b/ L’assertion “f est périodique sur R” peut se traduire par : |37 € R*, Ve € R, f(z+T) = f(x)|.

EXERCICE 4 — | (POUR FINIR).| On considére la suite réelle (u,) définie en posant :
n+1
Vne N, u, o= U
n+2 n+2 n
T
Uy = 5 et u =1

1 2 2
1/ D’apres I'énoncé : uy = §u0 d’ou |us = — | Et ug = §u1 d’ou |ug = 3

T
4

2/ Pour tout n € N, notons P(n) 'assertion : (n + 1) wu,1u, =

7T
5
D’otu P(0) est vraie.

T
» Initialisation (n = 0). D’aprés 'énoncé : (0 + 1) uyuy = 5
» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n.

n + 1 9 IN 92 2,
On a alors : (n+ 2) UpsoUpyr = (n+ 2) g Untintt (d’aprés 'énonceé)

n
Dot : (n+2) UpioUpi1 = (N + 1) Uppig

T

D’ot, par hypothése de récurrence : (n 4 2) Upyolpr1 = 5

Ce qui signifie que I'assertion P(n + 1) est vraie, et établit I'hérédité de la propriété.

Conclusion. Vn € N, (n+ 1) upyqu, = g




Exercice 6

Q3

: soit y € B. Puisque fo f = f, f(y) = f(f(y)). Or f est injective, donc y = f(y). Posons

v=[{y), onay= flx)

: soient (z1,19) € B2 tels que f(x1) = f(z5). Comme f est surjective, il existe (x,25) € E?

tels que 21 = f(z{) et 2 = f(z}). On adonc f(f(x})) = f(f(z})). Puisque fof = f, on

en tire que f(z}) = f(x}) Cest & dire z1 = z.

: soit y € f(A). Par définition de 'image directe, 3z € A tel que y = f(z). Comme fof = f,

y=f(f(x)). Posons z = f(z). Onaz € A avec z = f(z), et donc 2 € f(A) (définition de
'image directe). Puisque y = f(2) avec 2 € f(A), on en déduit que y € f(f(4)) (définition
de I'image directe).

. s0it 2 € f(f(A)). Par définition de I'mage directe, 3y € f(A) tel que 2 = f(y). Comme

y € f(A), Jv € Atel que y = f(z) (définition de I'image directe). Alors 2 = f ( f (:J:)) =
fof(z). Mais puisque fof = f,ona z = f(z). Comme z = f(z) avec z € A, on en déduit
que 2 € f(A) (définition de I'image directe).

 soit # € f7H(f7}(A)). Par définition de I'image réciproque, on a f(z) € f~'(A). Par

définition de I'tmage réciproque, on a donc f(f(x)) € A. Mais comme fo f = f, on en tire
que f(x) € A, cest & dire z € f~1(A) (définition de 'image réciproque).

: soit 7 € fY(A). Par définition de I'image réciproque, f(z) € A. Puisque fo f = f, on

en tire que f(f(z)) = f(x) € A Par conséquent, f(x) € f~1(A) (définition de I'image
réciproque) et ensuite z € f~1(f~1(A)) (définition de I'image réciproque).



