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Exercice 1

On consideére une suite (x,,) de réels telle que pour tout n € N,
n n 2
3
> st=(2 )
k=0 k=0
1. Montrer que X, ne peut prendre que deux valeurs que I’on précisera.

2. Que peut valoir x; ? On distinguera les cas suivant les deux valeurs possibles de x.

n
3. Onpose S, = Z X pour tout n € N. Quelles sont les valeurs possibles de Si ? S; ?
k=0
m(m+1)

4. Montrer que, de maniere générale, pour tout n € N, il existe m € Ntel que S,, = >

Exercice 2

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

n 1 n—1 . n . Z'2
LY gar 2 XU )3 Y

i=1 k=0 1<i<j<n iG+1)

Exercice 3

Soit n € N* et x4, ..., 2, des réels tels que

n n
> Ty = dar=n
k=1 k=1

Démontrer que x4 =19 = --- =x, = 1.



Exercice 4

3(V/6—iv2)
1—2 ’

(a) Donner D’écriture algébrique de Z.

On pose Z =

(b) Donner une écriture exponentielle de Z.

(c) Déduire des deux questions précédentes les valeurs exactes de cos {5 et sin 75.

Exercice 5

Déterminer des réels a, b, A, B tels que :
Va € R, cos®(x) = Acos(ax) + B cos(bx).
On pourra développer (e'® + e~ )3,

Exercice 6

Calculer les sommes suivantes (n € N) :

n 2z n n
(a) 232771 (b) 301 + 304 + 307 + --- + 739 + 742 (c) Z(k+1>3k
=0 k=0

i
2 + 1

1<i<j<n )

Probleme 1

Dans tout I’énoncé, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

Dans la deuxieme question de cet exercice, la notation Z signifie que la somme porte sur les indices k

0<2k<n
tels que 0 < 2k < n.

De méme, Z signifie que la somme porte sur les indices k tels que 0 < 2k + 1 < n.

0<2k+1<n o _ ) )
Cela permet notamment de séparer élégamment les termes d’indices pairs et impairs d’une somme sans
avoir a considérer la parit¢ de n: »

Zak= Z Qi t+ Z Ak+1
k=0

0<2k<n 0<2k+1<n

1. On définit la fonction f, telle que f,(x) = (x + 1)" pour tout x € R.
a. Donner une expression développée de f,(x) a I’aide de la formule du bindme de Newton.

" (n
b. En calculant f,;(1) de deux maniéres, simplifier la somme Z k( k)'
k=0

" n
¢. En calculant f,/(1) de deux manieres, simplifier la somme Z k(k — 1)( k)’

k=0

n
n
d. Déduire des questions précédentes une expression simple de Z k2< k)'
k=0

2. On définit la fonction g, telle que g,(x) = f,(x) + f,(—x) pour tout x € R.

n ok
a. Montrer que g,(x) = 2 E x2K pour tout x € R.
0<ak<n \2K
<ZKn

n
b. En calculant g;,(1) de deux maniéres, montrer que Z k =2"3n,
o<aken \2K

n
¢. En calculant g;;(1) de deux maniéres, montrer que Z k2<2k) =2"n(n + 1).
0<2k<n
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Probléme 2 : Relations d'équivalence

Soit £ un ensemble et R une relation sur E. On dit que R est une relation d'équivalence sur E, lorsque R est
une relation réflexive, symétrique et transitive,

1. Donner un exemple de relation d’équivalence sur R, et un exemple de relation d'équivalence sur 'ensemble
des droites du plan,

2. On suppose E # 0. Soit R une relation d'équivalence sur E, et y € E. On appelle classe d’équivalence de
y, 'ensemble

d(y)={zeFE; Ry}
Montrer que l'ensemble des classes d’équivalence forme une partition de E.

3. Soit p € N. On définit une relation sur Z par mRn & (3k € Z) m —n = kp. R s'appelle relation de
congruence modulo p dans Z.

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(b) Quelles sont les classes d'équivalence pour R 7 Combien y en a-t'il ?
4. Soit pe N, tel que p 2 2. Soit U={2 € C; |2 =1} et R définie sur U par 2Rz & 21 = 2.
(a) Montrer que R est une relation d'équivalence sur U.

(b) Quelle est la classe de 2 = ¢ ?

(¢) On définit f - E:g : | est-elle injective ?
U/R = U

On note U/R 'ensemble des classes d'équivalence pour R, et on définit f () . Pourquoi

cette définition de fa—t’elle un sens 7 Montrer que ]?est injective,



CORRIGE

1. D’aprés I’énoncé, x(3) = x(z) donc x, € {0,1}.

2. Sixy = 0, alors x; = x? donc x; €{0,1}. Si xo = 1, alors 1+ x3 = (1 + x;)? ce qui équivaut & x;(x? —x; —2) = 0
ou encore x;(x; — 2)(x; + 1) = 0 de sorte que x; € {—1,0,2}.

3. Si (xg,x;) = (0,0), alors (Sy, S;) = (0,0).
Si (xg, x1) = (0,1), alors (S, S;) = (0,1).
Si (xg,x1) = (1,0), alors (S, S;) = (1, 1).
Si (xg,x1) = (1,-1), alors (Sy, S;) = (1,0).
Si (xg, x1) = (1,2), alors (Sy, S;) = (1, 3).

4. On raisonne par récurrence. On note %, 1’assertion
m(m+ 1)
2

1(141)
-

. . . m(m+1) s
Supposons %, vraie pour un certain n € N. Il existe donc m € N tel que S,, = — D’une part,

dmeN, S, =

0-(0+1)

Tout d’abord, R est vraie puisque Sg = 0 = ouS, =1=

n+1
Z xi = S%z+1 = (Sn + xn+1)2
k=0

et d’autre part
n

n+1
3 _ 3 3 — Q2 3
Z Xk = (Z xk) + Xp4 = Sn + Xp41
k=0 k=0

On en déduit que
(Sp + Xp41)> =S3 + x5 44
ou encore
xn+1(xi+1 — Xp41 28,)=0

Cette derniere égalité équivaut a

Xp41 (X4 = Xpg1 —m(m+1)) =0
ou encore

Xn+1(Xpt1 + M)(Xp —(M+1)) =0

de sorte que x,,,1 € {—m,0,m + 1}.

Sixy, =-myalors S, =S, —m= m(n;_l) = (m_l)((T_1)+1). Sim > 1,alorsm—1 € N. Sinon m = 0 et
alors S, =0 = 0'(0;1).
Sixue =0,alors S, =S, = mm+1) etme N.

(m+1)(m+2)

Sixp =m+1lalors S, =S, +(m+1) = etm+1 € N. Dans tous les cas de figure, %, ; est vraie.

Par récurrence, %, est vraie pour tout n € N.
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Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

1. On a
n 1

Z 9di+1
=1

2. On a

D) -

;2 n J
ng@j(ﬁl) - jgl;jml) =
L

6 2

:;; 2 52
_ 11716 = (1/16)""
2 1-1/16
= |- /16y
13@) n) 1) 13 (1-3)" - 1)
1_{:2)71
3

1 j -2_n ..
GrDE LG 6

Ainsi




Soit n € N* et x4, ..., x, des réels tels que
n n
Z T = Z T =N
k=1 k=1

Démontrer que x1 =29 =--- =2, = 1.
L’astuce est de calculer la somme S = 3°7_; (7 — 1)? qu mesure la distance & 1 des nombres
x,. On a

n

En:(xk -1 = Z(xi — 2z + 1)

k=1 k=1
= Zl’z—22$k+21
k=1 k=1 k=1
= n—2n+n=0

La somme S est nulle et ¢’est une somme de termes positifs, donc chacun de ces termes est
nul, ainsi, pour tout k € [1,n], on a(x, — 1)? =0, d’ott 2, = 1.



LB VD)
1—i
LWVB-i3)  3B- D+ (VB4 VD) +i(vVE— VD)
(a) Ona Z = - = = .
1—i 124 (—1)2 4
(b) Le module de (/6 — iv2) vaut 3/6+2 = v/2. On note 6 un de ses arguments. On a
cos@zﬁzﬁ—ﬁetsinez% _—ﬁ—i.D’oﬂez—%.

1. On pose Z =

r 2v/2 2 2v/2 2
1 —im —iT
Ainsi 5(\/6—@\/5) =+V2es | Deméme |1 —i=+2e7 |
Ainsi Z = ﬁci:Tm — e~ =ef5. Dlon .
2e 4
(¢) En prenant les parties réelles de 1’écriture algébrique et de I’écriture exponentielle de Z, on
a
cosﬂ 7\/6+\/§ets T 7\/67\/5
—_— = m— = .
12 4 12 4




1. Calculer les sommes suivantes (n € N) :
n

22- n 9 3 1— gn-i-l
(a) 232“=3Z<32> :31(9) :

_2
i=0 i=0 9

(301 + 742)

5 x 148 |. C’est une somme

(b) 30143044307+ +739+742 = 337 Bk +1) =

arithmétique de raison 3 avec 148 termes.

(¢) On a

+

1

n ( n ) n n n+1 n
Z 3k _ )31 1 _ = (>3Z
k=0 k+1 =1

1

(505G (2))

(34+1)" —1-0)

-
Il

Wl Wl

3

7. Calculer Z - !

o
1<ico<n? T

Ici, il y a un découpage plus pratique que 'autre. On a

Z ]+1_Z]+lz Z]—H

1<i<j<n] j=1 =1 j=1

In(n+1) .
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1. P:Vn e N,3Im e N,m? > 2017n.
non P : In € N,Vm € N,m? < 2017n.
P est vraie car si n € N, on prend par exemple m = [v/2107n] + 1 € N et on a bien m? > 2017n

car m > /2107n.

2. P:dyeR Az €0, +oof,—x <y <.
non P:VyeR,VzeR,,—x >y ou y=>ux.

P est vraiecaravecy =letz =2, ona —2<1<2,ie. —z<y<uz.

3. P:V2 eR, (22 >9=2>3).
non P: 3z €R,(z2>9 et x<3).

non P est vraie car avec x = —5, on a x < 3 et 22 =25> 9. Ainsi P est fausse.

Exercice 4 (Une identité binomiale) Soit n € N*.

2 (0 () - (2)

C’est une somme télescopique de la forme Y ;_, (ux — ug—1). Elle vaut u,, — ug, donc

) ()

2. En déduire la valeur de la somme

1. Simplifier la somme

5 (_1)0(27@(;r 1) N i(_nk(Qn;— 1)

k=1
-~ +é(—1>’“ ((2“> ; (,fj‘l»
= 1+i(—1)’“

2 Pour finir

Exercice 5 (Inégalité arithmético-géométrique) Soit n € N* et z un réel positif ou nul. On
appelle racine n-ieme de x, noté {/z ou T I'unique réel positif ou nul r tel que r"* = x. Par exemple,
/8 =2 car 2% = 8.

L’objectif de I'exercice est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 1 Soit n € N* et x1,xo,...,x, des réels strictement positifs. Alors on a
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RS o ,
Le réel — g x) est la moyenne arithmétique de x1,...,x,, et le réel
n
k=1
géométrique de x1,...,Ty.

n
H x) est appelé moyenne
k=1

1. Le prix de mon café augmente de 20% cette année, de 5% l'année prochaine et de 25% 'année
suivante. Quelle variation moyenne aura-t-il subi sur ces trois années (on ne demande pas de faire
lapplication numérique) ? Augmenter un prix de 20% revient & multiplier ce prix par 1.2. En
effet si p est I'ancien prix, le nouveau prix est p 4+ p x 20/100 = 1.2p. Au cours des trois années,
le prix a donc été multiplié par 1.2 x 1.05 x 1.25. Trouver I'augmentation moyenne sur les trois
années revient & chercher un réel a tel a® = 1.2 x 1.05 x 1.25, donc a = /1.2 x 1.05 x 1.25. On
trouve alors a ~ 1.163483386. L’augmentation moyenne est donc d’environ 16, 3%

2. Démontrer I'inégalité pour n = 2. On a (/1 — ‘/xg)z =21 + 22 — 2\/T1/T3 > 0, car un carré
est positif ou nul. On en déduit donc que x1 + x2 > 2,/x122, d’ou le résultat en divisant par 2.

3. Cas général : on note m la moyenne arithmétique de x1,...,z,.

Tk

m

"z T Ty 1 & 1
S:Z(ﬁ—l):(i—l)—l—n-—s—(g—l):EZxk—n:Exnxm—mzo

k=1 k=1

4. Simplifier la somme > ;'_; ( — 1), puis conclure. On a

D’apres Iinégalité de l'indication, on a pour tout entier k € [1,n], & —1 > In 7, d’oli en

sommant on a

S:(——1)+---+(x—"—1) > W44
m m

T Tn
1n(—><-~-><—)
m m

T1 X+ X Ty
= ln _—
mn

Comme S = 0, on en déduit que

Ll



1. a. Pourtout x € R,

=3 (Z)xkln—k Y (Z)xk

k=0 k=0

b. D’une part, pour tout x € R,
fa(x) = n(1 + x)*!

et d’autre part, pour tout x € R,
)
’ — k k-1
Fw=3 (k)
On a donc

" n
@) =2""1n= k§=]0 k(k)

¢. D’une part, pour tout x € R,
w (x) = n(n—1)(1 + x)"~2

et d’autre part, pour tout x € R,
" n
1 (x) = I;) k(k — 1)( k)xk‘2
On a donc

(1) = 2"2n(n—1) = 3 k(k — 1)(2)
k=0

d. Puisque pour tout k € N, k? = k(k — 1) + k,
5 L(n n n " (n 5 5
= —_ 1 = 2}1— b 1 2 — 1 = 2"“ 1
1}:0 k (k) kéo k(k )(k> + kéo k(k) nmn—1)+2n—1n n(n+1)
2. a. Pourtoutx € R,

gn() = Z( )xk+ > (Z)( —ok

k=0
n

n n n
x2k + ( >x2k+1 + ( )(_x)zk + ( )(_x)2k+1
0<2k<n (2k 0<2§k<n 2k +1 _Z_n 2k 0§2§k§n 2k +1

n n n n
— 2k+1 E: 2k E: 2k+1
= X + ( )x - ( )x
0<2k<n (2k> 0<2+1k<n <2k + 1) 0<2k<n 2k 0<2+1k<n 2k +1

SR
OS;Sn 2k

b. D’une part, pour tout x € R,

gn(x) =n(1 +x)" ! —n(1 —x)"1

et d’autre part, pour tout x € R,

On a donc

n
Ainsi k =2"3p,
insi 0<;< (2k> n
< <n
c. D’une part, pour tout x € R,
an(x)=nn—-1)A+x)"2+nn-1)1 - x)"2
et d’autre part, pour tout x € R,

g =2 >, 2k(2k-— 1)(2nk)x2k—2

0<2k<n
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On a donc

gl (1) = 2" 2p(n—1) = z 4k(2k — 1)<2nk)

0<2k<n
Puisque pour tout k € N, k? = @ + IE{’
n 1 n 1 n
D k2< )=_ > 2k(2k—1)< )+- > k( )
osoken 2k 4 SRen 2k) 2 \HRen \2k
n—-2 _ n-3
=2 nén D, 2 5 L = 2nSn(n +1)
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