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Mercredi 08 Février 2017

Structures Algébriques

Dérivation dans un anneau

Les parties | et Il sont totalement indépendantes.

Soit (4,4,x) un anneau (qui n'est pas a priori supposé comifjutat

On note0 et 1 les éléments neutres additif et multiplicatif de

Une applicationd: A — A est appelée dérivation sur si et seulement si, pour touty € A on a les relations :

@ d(e+y)=06(@)+06(y)
2 6(zy)=z6(y)+6(x)y

Partie | — Crochet de Lie et exemple de dérivation

Poura pe A, on posea,b]=ab—ba.

1.
2.
2.a

2.b

2.c

Soit 6

2.a
2.b

4.a
4.b

Que vaufa,b] lorsquea etb commutent ?
On revient au cas général et on se danhg: dansA .

Former une relation liafit,b| et [b,a].
Etablir que[a,b+c] = [a,b]—k[a,c} .

Justifier[a,[b,c]] + [b[ca” + [c ,[a bH =0.

Cette derniére relation est connue sous le norfit® de Jacobi.

Poura € A, on considerel, : A— A I'application définie patd, (z) = azx —za.
Montrer qued, est une dérivation sus .

Partie Il — Propriétés des dérivations

une dérivation quelconque sur.
En exploitant les relationd) et (2) calculer$(0) et 6(1) .

Soitz un élément de 'annea(, +,x).
Exprimeré(—z) en fonction ded(z) .

On suppose que est inversible.
Exprimer §(z %) en fonction de’(z) etdez *.

On se donne, e N™.
Soitz,,z,,...,z, une liste d'éléments dd .
Exprimer §(z,z,...x,) en fonction des;, et desé(z,) .

Soitz € A. Exprimeré(z") .
Que devient cette formule si et §(z) commutent ?

SoitC, = {a: e Alé(z) = O} .
Montrer queC, est un sous-anneau ¢, +,x) .

Montrer que, S{4,+,x) est un corps, alor§/; est un sous-corps det,+,x) .
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1.b

1.c

2.a
2.b

Partie 11l — Manipulation de dérivations

Dans cette questiof},6, désignent deux dérivations sdr.
Pensez-vous que 'applicatiép- 6, est une dérivation ?
Pensez-vous que I'applicatidfo 6, est une dérivation ?
On not€s,,6,]=6,06,— 6,06,

Montrer queé,,8,] est une dérivation sud .

Soité une dérivation sud et a,b deux éléments dd .
Montrer queé,d, |=d,,, .

Montrer queld, ,d,|=d, -
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2.a
2.b

2.C

2.a
2.b

3.a

3.b

4.a
4.b

l.a

1b

1.c

2.b

Correction

Partie |

Siab=ba alors|a,b]=0.

[b,a]=—[a,b].

[a,b+c]=alb+c)— (b+c)a=ab—ba+ac—ca=[a,b]+]a,c].
[a,[b,c]| = abe—ach—bea +cha etc...

On remarque qué, (z) =[a,z] .

d,(z+y) =[a.z+y]=[a,z]+]a,y]=d, @)+d, ).

d,(zy) = azy —zya, zd,(y) +d,(x)y = zay — zya + azy — vay = azy — rya donc
d,(vy) = xd,(y) +d,(2)y .

Partiell
6(0)=6(0+ 0)=¢6 (0)+ 6 (0)donc 6(0)=0.
) =06(1xD)=Ix6 A+ 6 Ax E 2 ()donc ()= 0.
6(0)=06(x)+6(—z) doncé(—z) =—6(x) .
o) =26@ )+ 6()r t doncé(z ) = —2 6(x)x .

3
orz,...x)= le...xk_lé(xk)xﬂl...xn .
i

6(15“) — Zxk—l(s(x)xn—k .
k=1
Si z et §(z) commutent :5(z") = nz" 6(z) .
Cs, 1eCy, Va,yeCy, 8(x—y)=06(z)—06(y) =0 et d(zy) =z6(y) +6(z)y =0 doncz —y,zy € C; .
Vz e \{0} , 8(z7 )y =—2""%(z)r '=0 doncz t€C;.

Partielll

Oui et on le vérifie sans peine.

Non, par exemple dans le cadre de I'anneafodesions d'une variable réelle dérivable, la cosgmde
la dérivation usuelle avec elle-méme donne la dédn seconde, qui n'est pas une dérivation (problé
pour la formule (2)).

Sans peiné’,, 8, (z+y) =[6,6,] () +[6.,6,| ).

[51’52} (zy) = 6,(6,(zy)) — 6,(0(z,y)) = 6 (6 Ly)+ 6 fx)y)— 6 fzb {y)+6 {x)y) donne apres
simplification de termes,(z)d,(v),6,(z)d,(y) :

[61* 62} (zy) = 26,(0,(y)) +6,(6 (2))y — 26 L6 (y)) — 6 46 {x))y -

Or ceci correspond &[6,,6,|(y) +[6,,6,] (z)y comme voulu.

6,d,](z) = 6(az — za)— aé(z) + 6(z)a = §(a)z — 26(a) apres simplification de termes(z) et §(z)a .
Ainsi [6,d, |(x) = d,, (z) et puisque ceci vaut pour toute A : [6,d,|=dy,, -

{d db} = dlu(b) = d[a,b] :

a? a



